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 Posvečeno pokojnima staršema 
Pavli in Stanetu 
 
Predgovor 
 
Pri snovanju obsega in koncepta naloge sem izhajal iz želje, da delo poleg znanstvene 
konotacije ostane karseda aplikativno usmerjeno, kar je po mojem mnenju v našem majhnem 
elektroenergetskem področju zaradi omejenih materialnih in človeških virov nujno. Odločil 
sem se, da v delu ohranim nivo prikaza in obseg enačb, ki zainteresiranemu bralcu inženirju 
omogočijo neposreden vstop v svet dinamike daljnovoda, ob solidnem znanju matematike in 
programerskih veščin. Zaradi univerzalnosti metode absolutnih vozliščnih koordinat 
predstavljeno tematiko lahko zelo hitro tudi nadgradijo. Lahko potrdim, da na predstavljenem 
delu temelji nekaj že implementiranih tehničnih rešitev na slovenski daljnovodih. 
Izhajajoč iz svojih 20 letnih praktičnih izkušenj pri delu na visokonapetostnih 
daljnovodih sem zaznal, da je za potreben napredek naprej v našem energetskem omrežju 
potreben korak naprej v razumevanju daljnovoda. Pod razumevanje pa postavljam 
interdisciplinarno združitev električne in mehanske znanosti, s stičiščem na področju dinamike 
daljnovoda. Tudi pri prebiranju svetovne literature sem prišel do zaključka, da je ogromno 
proučenega, vendar včasih med seboj nepovezanega in za inženirja v praksi težko uporabnega. 
Omeniti moram najpomembnejši dejavnik današnjega časa, čas. Proučevanje zamišljenih 
konceptov, variant ter analize od izdelovalca zahteva svoj čas. Če je le ta predolg, ostanejo le 
omejene akademske raziskave, inženirska praksa pa obsojena na ponavljanje starega in 
preizkušenega vzorca načrtovanja. 
Zahvaljujem se vsem, s katerimi sem v letih profesionalnega ukvarjanja z daljnovodno 
tehniko prišel v kontakt in preko razgovorov in izmenjave mnenj širil svoje znanje, upam pa, 
da tudi njihovo. Kljub velikemu številu sodelavcev, ki so hote ali nehote vplivali na moj pogled 
na daljnovodno tehniko, moram v smislu motivacijskih momentov za poglobljeno ukvarjanje 
fenomena žledenja na daljnovodih, ki je skozi leta rezultirala v predstavljeni nalogi, vseeno 
izpostaviti g. R. Glaviča, ki je podprl prvi pilotni projekt implementacije V verig, kot sistema 
za preprečitev medfaznih stikov na daljnovodih in g. M. Jereleta za podporo prvega pilotnega 
projekta gradnje kompaktiranega daljnovoda v Sloveniji ter prof.dr. F. Jakla in J. Jakšeta za 
tvorno sodelovanje v mednarodni skupini IWAIS. Zahvala velja g. T. Sitarju in F. Malenšku za 
zanimiv vpogled v operativni del izvedbe daljnovodov, ki je nemalokrat skrit in neznan 
akademskemu pristopu, vpliva pa na implementacijo novih idej v prakso. V okviru sodelavcev 
se zahvaljujem še F. Cerkovniku za podporo pri realizaciji dela. 
Nadalje se zahvaljujem  mentorju dr. V. Ažbetu za potrpežljivost ter za podporo in 
koristne nasvete tekom nastajanja naloge. Enako zahvala velja somentorju dr. J. Slaviču, poleg 
potrpežljivosti tudi za usmeritev v metodo absolutnih vozliščnih koordinat, s katero so se 
odprle možnosti analiz celo izven prvotno zamišljenih. Tekom priprave naloge sem z velikim 
pridom koristil znanja numerične matematike, kako se izogniti nekaterim čerem, ki so 
neminovno prisotne pri prenosu numeričnih enačb v računalnik, ki mi jih je podal prof. dr. 
A.R. Sinigoj še za časa univerzitetnega in magistrskega študija. Verjamem, da nekatere 
simulacije ne bi bile izvedene oziroma bi bila že tako zahtevna izvedba še težja, zato velja 
zahvala tudi njemu. 
Zadnjo, vendar največjo zahvalo namenjam družini,  Mariji za razumevanje moje 
radovednosti in kratke sunke, potrebne za majhne korake naprej do ugleda luči na koncu tunela 
ter Vidu, Jasni, Maji za odkritje drugačnega pogleda na svet. 
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Izvleček za repozitorij 
 
Metoda absolutnih vozliščnih koordinat v dinamiki kompaktnega visokonapetostnega daljnovoda 
Zmanjšanje vizualnega vpliva visokonapetostnega daljnovoda v okolju se lahko doseže z uporabo novih, za 
oko privlačnejših kompaktiranih daljnovodov. Središče raziskovalne problematike je prostorsko modeliranje 
dinamičnega odziva kompaktiranega daljnovoda, predstavljenega kot gibajočega se sistema med seboj povezanih 
teles, po nelinearni teoriji dinamike mehanskih sistemov, z uporabo metode absolutnih vozliščnih koordinat, ki je 
posebej razvita za obravnavo mehanskih sistemov pod vplivom velikih pomikov in deformacij. Izvedena je 
nadgradnja obstoječega modela dinamičnega obnašanja nadzemnega voda za uporabo absolutnih vozliščnih 
koordinat, ki izhaja iz enačb posplošenih elastičnih sil Euler-Bernoullijeve teorije nosilcev, ob upoštevanju 
poljubnega raztezka in/ali ukrivljenosti končnega elementa, kar na podlagi predpripravljenih matrik in vektorjev 
omogoča bistveno hitrejše izračune dinamike daljnovodnih vrvi, kakor do sedaj. Nadalje je izvedena postavitev 
celovitega modela daljnovoda v okviru metode absolutnih vozliščnih koordinat za analizo njegovega dinamičnega 
odziva ter prilagoditev problema vsakodnevni inženirski praksi in uporabi standardnih matematičnih orodij. 
 
Ključne besede: Daljnovod, Vodnik, Izolacija daljnovoda, Žledenje, Absolutne vozliščne koordinate, 
Numerične simulacije, Nelinearna dinamika, Končni elementi 
 
 
Absolute nodal coordinate formulation and the dynamics of a compact high-voltage overhead power 
line 
The visual impact on the environment of high-voltage overhead lines can be reduced by using new, more 
attractive, compact overhead lines. The presented research is focused on the spatial modelling of the dynamic 
response of a compact overhead line simulated as an interconnected moving mechanical system with nonlinear 
theory using the absolute nodal coordinate formulation, which is a finite-element method developed for the 
analysis of large deformations and rotations. The contribution to the state of the art is the upgrading existing 
absolute nodal coordinate formulation model procedure, where starting from the Bernoulli-Euler beam energy 
equation for the generalised elastic forces, without restrictions on the strain-bend-displacement relationship, 
derived equations based on the pre-computed matrices and vectors, results in a much lower computational cost. 
The second contribution is a complete and mathematically transparent model for a dynamic analysis of the 
overhead lines, based on the ANCF method. The presented procedure is relatively simple and intuitive for 
everyday design purposes.  
 
Keywords: Overhead line, Conductor, Insulator assembly, Conductor icing, Absolute nodal coordinate 
formulation, Numerical simulations, Nonlinear dynamics, Finite elements 
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Povzetek 
 
Metoda absolutnih vozliščnih koordinat v dinamiki kompaktnega 
visokonapetostnega daljnovoda 
 
Zmanjšanje vizualnega vpliva visokonapetostnega daljnovoda v okolju se lahko doseže z 
uporabo novih, za oko privlačnejših kompaktiranih daljnovodov. Kompaktiranje se izvede z 
zmanjševanjem razdalj med posameznimi daljnovodnimi vodniki z uporabo posebnih 
izolatorskih sestavov in geometrij stebrov. Nadzemni daljnovodi so med zahtevnimi 
vremenskimi razmerami izpostavljeni tveganju pojava kratkih stikov med nihajočimi se 
vodniki. Da se doseže ustrezna raven ravnotežja med še sprejemljivim minimalnim tveganjem 
pojava kratkega stika in maksimalno stopnjo kompaktnosti elementov daljnovoda, je potrebno 
preveriti tudi njegov dinamični odziv na zunanje vremensko inducirane motnje.  
Ko se govori o vodnikih v povezavi z daljnovodnimi stebri, se gibljemo po specifičnem 
področju prepleta elektrotehnike in mehanike, kjer eno pogojuje drugo in obratno. Analiza 
dinamičnih sistemov se izkaže za težko nalogo že pri obravnavi enostavnih mehanskih 
sistemov, z enostavnimi geometrijskimi in materialnimi lastnostmi. Večinoma za realne 
sisteme matematični zapisi nihanj niso možni v obliki analitičnih rešitev, temveč je potrebna 
uporaba aproksimacijskih metod z numeričnim izračuni. Središče raziskovalne problematike je 
prostorsko modeliranje dinamičnega odziva daljnovoda, predstavljenega kot gibajočega se 
sistema med seboj povezanih teles, po nelinearni teoriji dinamike mehanskih sistemov, z 
uporabo metode absolutnih vozliščnih koordinat (AVK), ki je posebej razvita za obravnavo 
mehanskih sistemov pod vplivom velikih pomikov in deformacij. Metoda AVK je posebna 
metoda končnih elementov, ki ne omejuje velikosti zasukov in deformacij. Posebna prednost se 
kaže v tem, da so vozliščne koordinate končnih elementov podane v globalnem koordinatnem 
sistemu in prav tako krajevni gradienti koordinat. Posledično se prednost tega zapisa izkaže v 
konstantni masni matriki, ničelnih centrifugalnih silah in ničelnih Coriolisovih silah.  
Velik poudarek v doktorski disertaciji je namenjen na časovni vidik izvajanja numeričnih 
simulacij. V praksi načrtovanja daljnovodov se izkaže, da je to eden izmed vodilnih 
dejavnikov, da nove metode s težavo vstopajo v uporabo. Kljub vse večji računski moči 
osebnih računalnikov, metode končnih elementov še vedno zahtevajo svoj čas. Za izračun 
razmeroma kratkega intervala dinamične simulacije se porabi zelo dolg interval realnega časa. 
Na čas simulacije primarno vpliva izbrano število prostostnih stopenj končnih elementov in 
način matematičnega modeliranja elementov. Pokazano pa je, da matematična priprava 
učinkovite oblike enačb doprinese več k vsakodnevni uporabnosti metode, kot zanašanje na 
golo moč računalnika z reševanjem načelnih simboličnih enačb. 
 ii 
 
Upoštevajoč obliko sestavnih delov daljnovoda, ki se ga v obravnavi nadomesti z 
ekvivalentnim sistemom med seboj povezanih končnih elementov, zaradi velikega razmerja 
dolžine proti premeru fizičnih elementov, se uporabi kar linijski pristop modeliranja končnih 
elementov. S tem se tridimenzionalno palico predstavi z AVK elementom nižjega reda, ki ima 
le 12 prostostnih stopenj. To pomeni, da je element opredeljen z enim pozicijskim vektorjem 
ter enim gradientnim vektorjem pozicije v vsakem vozlišču. Gradient opisuje naklon elementa 
v vozlišču. Ostali gradienti pozicije prečno na lokalni koordinatni sistem se zanemarijo. S to 
poenostavitvijo se modelira vzdolžno osno krivljenje elementa, torzijski efekt pa se iz 
obravnave izpusti. Ta pristop je popolnoma sprejemljiv v daljnovodni tehniki, kjer je 
pokazano, da torzijska togost ne igra pomembnega vpliva v dinamiki vodnikov. 
Za končni element so povzete ali izpeljane sile, ki delujejo na končni element od zunaj in 
notranje sile elementa. Sile, ki vstopajo v gibalne enačbe sistema, so izražene kot posplošene 
sile. Pri obravnavi so upoštevane notranje elastične sile in zunanje volumske in površinske sile; 
sila gravitacije, sila žledne obtežbe, sila aerodinamičnega delovanja vetra in sila dušenja. 
Žledna obtežba in delovanje vetra sta lahko časovno in krajevno spremenljiva. V model je 
vpeljan dinamični upor zaradi relativne razlike med gibanjem vodnika in gibanjem zraka 
samega. Lastno dušenje zaradi materiala in sestave vodnika je opredeljeno s koeficientom 
kritičnega dušenja.  
Prvi raziskovalni prispevek je predstavljen matematični postopek, kjer sta na podlagi 
enačb Bernoulli-Euler energije nosilca, simbolični integralski enačbi notranjih sil zaradi 
raztezka in ukrivljenosti elementa, izpeljani in izraženi s predpripravljenimi matrikami in 
vektorji. Za opis posplošenih elastičnih sil, upoštevajoč poljuben raztezek in/ali ukrivljenost, je 
v praksi vpeljan nov model L5 in za ukrivljenost model T5. Razvite enačbe skupaj z Gaussovo 
kvadraturno integracijo minimizirajo število potrebnih numeričnih operacij. Enačbe so splošne 
in se lahko uporabijo tudi za reševanje problemov na drugih področjih dinamike. Prednostno 
uporaba matematično analitično izpeljanih enačb pred golim računanjem simboličnih enačb se 
izrazi v velikih razlikah v potrebnih časih za izvajanja numeričnih simulacij. V tej dopolnitvi 
naloga nadgradi druge avtorje, ki praviloma izvajajo kar numerično reševanje simbolične 
enačbe. V splošnem za predstavljen model imenovan L5/T5 ni omejitev glede velikosti 
raztezka in ukrivljenosti. Kljub relativno enostavnemu predlaganemu modelu, je možno zajeti 
kompleksne oblike daljnovodov in jih z zadovoljivo natančnostjo modelirati.  
Drugi prispevek dela je, skozi podrobno inženirsko poznavanje posameznih tehničnih 
parametrov sestavnih delov daljnovoda, postavitev celovitega matematičnega modela za 
izračun dinamike daljnovoda po metodi AVK. Za posamezne daljnovodne elemente je 
prikazano tvorjenje pripadajočih enačb posplošenih sil, masnih enačb in enačb omejitev. 
Postopek je enostaven in intuitivno prilagojen za vsakodnevno praktično inženirsko uporabo.  
Kot tretji prispevek je potrebno omeniti še vpeljavo aero-dinamičnih sil v metodo AVK. 
Zaradi izrazito nelinearne funkcije delovanja vetra, ki znotraj reševanja gibalnih enačb močno 
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vpliva na potreben čas računanja ob pravzaprav majhnem prispevku na dinamiko gibanja vrvi, 
je vpeljan model izračuna dinamičnega upora, ki izhaja iz linearizacije geometrije verižnice 
vodnika. 
Različne možnosti uporabe metode AVK so ilustrirane skozi prikaz izbranih praktičnih 
problemov iz daljnovodne tehnike. Poudarek je na prikazu dinamičnega odziva 
kompaktiranega daljnovoda, opremljenega z gibljivimi podpornimi izolatorji na zunanje 
motnje. 
Numerični rezultati izbranih praktičnih primerov podajajo tudi usmeritve za načrtovanje 
kompaktiranih vodov, opremljenih z vrtljivimi podpornimi izolatorskimi sestavi. Pri vplivu 
žledne obtežbe je potrebno pri dimenzioniranju dimenzij medsebojnih razdalj posebno 
pozornost posvetiti prenosu smeri nihanja vodnika iz začetne navpične smeri v vodoravno 
smer. Ker je sistem slabo dušen, so prenesene amplitude znatne. Vpliv lastnega uklona stebra 
na velikost gibanje vodnika v sredi razpetine narašča z višino stebra, vendar se pri opazovanju 
gibanja vrvi lahko steber izloči iz obravnave, če le ni višina stebra prevelika. Tudi pri velikih 
velikostih hitrosti vetra, ki deluje pod poljubnim kotom na daljnovod, le ta ni problematičen s 
stališča velikost odklona vrtljivega izolatorskega sestava in ne zavrti sestavov preko dopustnih 
meja. Izkaže se tudi, da je potrebno za pravilno razumevanje obnašanja daljnovoda opazovanje 
skozi daljši časovni interval, saj se nihanje vodnikov prenaša od vira preko ostalih razpetin. 
Zaradi nizkega dušenja sistema šele čez čas amplitude nihanja v opazovanih točkah, ki so daleč 
od vira nihanja, lahko dosežejo znatne vrednosti.  
Predstavljene enačbe in metodo AVK, je možno enostavno implementirati v programsko 
kodo in z njo izvesti dinamične analize za poljubno obliko daljnovoda. Pomembno je, da 
metoda ostaja odprta ter sočasno preprosta za nadgradnje enačb, naj si bo to proučevanje novih 
geometrijskih oblik daljnovodnih struktur ali študij vpliva partikularnih sestavnih elementov 
daljnovoda. Metoda dopušča neposreden prehod projektanta inženirja z obstoječega miselnega 
pristopa k načrtovanju daljnovodov na višji, z dinamiko poglobljen pogled na mehanizme, ki 
vplivajo na načrtovanje daljnovodov. S realizacijo ciljev naloge je močneje odprta pot k 
aplikativnem področju, saj je mehanizem obnašanja tovrstnih mehanskih sistemov bolj 
raziskan oziroma se lahko s predstavljenim modelom še podrobneje razišče. 
 
 
 
Ključne besede: Daljnovod, Vodnik, Izolacija daljnovoda, Žledenje, Absolutne 
vozliščne koordinate, Numerične simulacije, Nelinearna dinamika, Končni elementi 
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Abstract 
 
Absolute nodal coordinate formulation and the dynamics of a compact 
high-voltage overhead power line 
 
The visual impact on the environment of high-voltage overhead lines can be reduced by 
using new, more attractive, compact overhead lines. This compactness is achieved by reducing 
the distances between the conductors using special insulator assemblies and/or a compact tower 
geometry. During heavy weather conditions, overhead power lines are exposed to a high risk of 
short-circuit events between the moving conductors. To find an appropriate balance between 
the minimum risk of short-circuit events and the maximum overhead-line compactness during 
power-line design, the dynamic response induced by the external weather conditions should be 
taken into account and analysed. In this thesis the absolute nodal coordinate formulation 
(ANCF) is used to simulate and analyse the dynamic response of a compact overhead power 
line due to ice-shedding from the conductors and the force of the wind on the conductors.  
When we are talking about electrical conductors and the overhead steel towers we move 
into the specific interconnected domains of electrical and mechanical engineering, where one 
domain affects the other and vice versa. Analysing a dynamic system is a difficult task, even 
when a simple geometry and isoparametric materials are considered. For a real mechanical 
system, direct analytical solutions are not possible, so approximating methods are the only 
appropriate tool that can be used to find solutions. 
The presented research is focused on the spatial modelling of the dynamic response of a 
compact overhead line simulated as an interconnected moving mechanical system with 
nonlinear theory using the ANCF, which is a finite-element method developed for the analysis 
of large deformations and rotations. The elements’ nodal coordinates are defined in a single 
global coordinate system. It consists of global displacements and global slopes of the element 
nodes. This approach results in a constant mass matrix, while the centrifugal and Coriolis 
forces are equal to zero.  
The emphasis in this research is on the numerical performance. In the design the methods 
that require calculations are hard to apply in practise. Even today, with powerful personal 
computers, any numerical method probably still takes a great deal of time. Roughly speaking, 
the basic simulation time depends on the chosen number of degrees of freedom (DOFs) of the 
finite elements. In this research it is noted that additional effort given to derivations of the 
proper mathematical equations gives more advantage to the method than simply relying on the 
computer’s raw numerical power capabilities to solve the symbolic equations. 
The geometrical shape of the individual overhead-line parts, with their large shape ratio 
of element length to element diameter, allow us to use the elastic-line approach. The overhead 
line is replaced inside the ANCF model with an equivalent system of finite elements. The 3D 
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elements are modelled as low-order elements using 12 DOFs. This means that the ANCF 
element is given with one position vector and one slope vector in the node. Using this approach 
it is possible to model the axial bending of the element, but the torsional effects cannot be 
considered. However, this simplification is acceptable for the dynamics of overhead-line 
cables. 
For an absolute nodal finite element, the equations describing the forces acting from the 
outside on the element and the internal element forces are summarized and expressed as the 
generalised forces. The solution of the system’s equations of motion gives the dynamic 
response in the time domain. For the equation of motion, the internal elastic forces, 
gravitational forces, additional ice-load forces, aerodynamic forces and damping forces are 
included. Note that the ice loads and the aerodynamic forces can be spatially and time 
dependent. The aerodynamic forces are expressed as drag forces because of the relative 
velocity between the moving element and the surrounding air. The damping is expressed as the 
velocity-proportional damping based on the chosen coefficient of critical damping. 
The first contribution of this thesis to the state of the art is the mathematical procedure, 
where starting from the Bernoulli-Euler beam energy equation, the symbolic integral equation 
due to the internal strain and bending, generalized elastic forces are derived and expressed with 
the pre-computed matrices. The generalised elastic forces mathematically developed with the 
new model L5 for strain and T5 for bending are presented. In general, no restrictions on the 
degrees of the element deformation in model L5/T5 are employed. The derived matrices 
together with the Gaussian quadrature integration minimize the number of numerical 
operations. The equations are general and can be applied in similar dynamical systems. The 
priority is given to the derivation of the mathematical equation as the results give a much lower 
computational cost. In this respect, our work upgrades prior research of other authors where a 
direct computer numerical solution of the symbolic equation is used. Despite the relative 
simplicity of the proposed model the complex overhead-line elements can be accurately 
modelled, without restrictions on the strain-bend-displacement relationship.  
The second contribution is a complete and mathematically transparent model for a 
dynamic analysis of the overhead lines based on the ANCF method. With the focus on the 
physical shape of the overhead elements, the corresponding forces, masses and constraints 
needed for the equation of motion are formed. The presented procedure is relatively simple and 
intuitive for everyday design purposes. Next, the specific aerodynamic forces as part of the 
ANCF model should be mentioned. Because of their highly nonlinear behaviour, a new 
simplified model is formed. The drag forces are simplified using linearization of the conductor 
catenary segments. 
Finally, the focus is on calculating the dynamic response of the compact overhead line 
assembled with brace-post insulator assemblies during external forces acting on the overhead 
line. The numerical results and their analyses provide an insight into the dynamic response, 
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which is applicable for overhead-line designers. The most important point is to find the correct 
design distances between the conductors, as the conductors move from the vertical to the 
horizontal direction over a period of time. As an overhead line as a dynamic system is lightly 
damped, the conductor amplitudes can reach significant values. The ice loads are the dominant 
factor that impacts on the overhead line’s design. It shows that for a proper understanding of 
the overhead line’s dynamics an observation over a longer time is required as the initial 
disturbance travels from span to span. Approximately more than ten periods of conductor 
motion should be analysed.  
The presented equations and the ANCF method are easy to implement in a self-derived 
computer program and then to perform the dynamic analyses for an arbitrary overhead-line 
construction. The method is open and simple for furtherer upgrades. This is an important fact, 
when for particular problems regarding overhead-line dynamics particular tailored models must 
be constructed. The presented method provides a direct route from the traditional design 
approach to a new level based on a better understanding of the dynamic behaviour of the 
compact overhead line. 
 
Keywords: 
Overhead line 
Conductor 
Insulator assembly 
Conductor icing 
Absolute nodal coordinate formulation  
Numerical simulations 
Nonlinear dynamics 
Finite elements 
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Uvod  1 
 
Uvod 
 
Graditev visokonapetostnih prenosnih elektroenergetskih objektov, naj bodo to 
novogradnje ali rekonstrukcije obstoječih objektov v prostoru, je zahteven in dolgotrajen 
proces. Nove prostorske koridorje za gradnjo prenosnih daljnovodov je izredno težko 
pridobiti, na drugi strani se potreba in poraba električne energije zaradi vse večje 
elektrifikacije našega vsakdanjega življenja kontinuirano povečuje. Tri vzporedne trende je 
zaslediti v praksi. Obstoječim daljnovodnim povezavam se dviguje prenosne moči z 
uporabo različnih tehničnih rešitev, kriteriji zanesljivosti in neprekinjenega obratovanja 
daljnovodov se zvišujejo, pri načrtovanju novih se sledi novim oblikovalskim rešitvam 
nadzemnih daljnovodov s ciljem zvišanja okoljske sprejemljivosti. Posebno mesto tu 
zasedajo kompaktirani daljnovodi. 
 V praksi je zaslediti vse več primerov izkoriščanja obstoječih elektroenergetskih 
vodov, ko se poveča število sistemov vodnikov oziroma izvede dvig napetostnega nivoja 
obstoječega voda in s tem doseže povečanje prenosne moči daljnovodne povezave [3], [90]. 
Ena izmed možnih tehničnih rešitev je uporaba podpornih izolatorjev, ki so fiksno ali preko 
vrtljive prirobnice, vpeti na steber. To pomeni, da se običajna kovinska konzola nadomesti v 
celoti z izolacijskim materialom, to je s podpornim izolatorjem [4], [7]. S tem posegom 
lahko pri dvigu napetostnega nivoja ohranimo zunanje dimenzije elektroenergetskega voda 
ali pri istem napetostnem nivoju dimenzije elektroenergetskega voda zmanjšamo.  
Podporni izolatorji pri tej tehnični rešitvi prevzamejo dve nalogi, elektrotehnično in 
mehansko nalogo. Prvič opredelijo razporeditev vodnikov v prostoru in zagotovijo osnovni 
odmik delov pod napetostjo proti ozemljenim delom ter s tem zagotovijo potrebno 
elektrotehnično dielektrično trdnost voda med normalnim in izrednim obratovanjem. Drugič 
so primarni del nosilne konstrukcije stebrov, preko katere se vse mehanske obremenitve 
zaradi gibanja vodnikov prenesejo na preostale dele daljnovodnega stebra in temelj stebra.  
Razmere se močno zapletejo, ko imamo v mislih obratovanje takega daljnovoda v 
vremensko zahtevnejših razmerah, kot je primer nabiranja ali odpadanja žlednih obtežb z 
vodnikov ter vpliv delovanja vetra. Oba vpliva sta prehodne narave, časovno in krajevno 
spremenljiva. V tem primeru analitičnih enačb, ki bi opisovale dinamičen odziv daljnovoda 
na zunanje vplive in posledično posamezna prostorska gibanja elementov daljnovoda, ni. 
Potreben je prehod na reševanje problemov s področja dinamike mehanskih sistemov. 
 
Obravnavano znanstveno področje 
 
Obravnavano področje potrjuje navedbo v [1], ki pravi, da lahko problem verižnice 
uvrstimo v konceptualno gledano preproste, toda tehnično zahtevne probleme. Ko govorimo 
o verižnicah v povezavi z daljnovodnimi sistemi, se gibljemo po specifičnem področju 
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prepleta elektrotehnike in mehanike. Elektrotehniško stroko zanima velikost odziva 
daljnovodnega sistema na prehodno mehansko motnjo, da določi ustrezne elektrotehniške 
parametre voda. Najpomembnejša naloga je preprečitev kratkih stikov med vodniki. 
Odziv sistema na podlagi postavitve fizikalnega modela pa moramo iskati v dinamiki 
mehanskih sistemov, ki se ukvarja z mehanskim odzivom med seboj povezanih elementov. 
Te primere najdemo v strojih, robotiki, mikro ter makro mehanskih in strukturnih sistemih, 
ki so sestavljeni iz več togih in deformabilnih elementov. Študij dveh vsebin obravnave 
mehanike togih teles ter strukturne mehanike poteka skupaj pod znanstvenim področjem 
mehanike kontinuuma. 
Analiza dinamskih sistemov se izkaže za težko nalogo že pri obravnavi enostavnih 
mehanskih sistemov, z enostavnimi geometrijskimi in materialnimi lastnostmi. Zaradi svoje 
nelinearnosti zapisi rešitev niso možni v obliki analitičnih rešitev, temveč je potrebna 
uporaba aproksimacijskih metod z numeričnim izračuni. Nujna je uporaba računalnikov, kar 
zahteva pripravo ustreznih algoritmov in postopkov numeričnih izračunov. Z njimi se 
poskušamo kar najbolj približati zastavljenemu fizikalnemu modelu.  
 
Opredelitev raziskovalnega problema 
 
Pojavi žledenja so stohastične narave, ki se skušajo zajeti v obliki statističnih zapisov 
[19]. Skupno jim je, da delujejo kratek, omejen čas. Za obravnavano področje so zanimive 
prehodne obremenitve daljnovodnega sistema, predvsem oprijema in odpada žledne obtežbe 
in vpliva vetra, ki povzročijo velike pomike in deformacije mehanskega sistema, v našem 
primeru vseh elementov, ki sestavljajo daljnovod. 
Zapis in upoštevanje velikih pomikov in deformacij zaradi močno nelinearnih členov 
zahteva kompleksne teoretične formulacije fizikalnih modelov. Kompleksnost obravnave 
narašča z upoštevanjem nelinearnih konstitutivnih zakonov in prostorskih dimenzij, 
najizraziteje se izrazi v povečanih časih numeričnih izračunov. 
Središče raziskovalne problematike je prostorsko modeliranje dinamičnega odziva 
gibajočega se sistema med seboj povezanih teles, po nelinearni teoriji dinamike mehanskih 
sistemov, z uporabo metode absolutnih vozliščnih koordinat (AVK), ki je posebej razvita za 
obravnavo mehanskih sistemov pod vplivom velikih pomikov in deformacij. Poudarek je 
dan na novejše oblike daljnovodov, predvsem kompaktirane daljnovode, ki so zaradi svoje 
majhnosti toliko bolj zahtevni s stališča zagotavljanja elektrotehniških zahtev po zahtevani 
dielektrični trdnosti daljnovoda. Obravnava se lahko tudi specialne izolatorske sestave, kot 
ukrep zmanjševanja verjetnosti pojava faznih stikov med vodniki zaradi gibanja le teh, na 
klasičnih daljnovodih. 
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Dosedanje reševanje opredeljenega raziskovalnega problema 
 
Problematika obravnave daljnovodnih sistemov se pojavlja v literaturi v treh časovnih 
obdobjih. Prvo obdobje sega v šestdeseta do sedemdeseta leta prejšnjega stoletja. Izziv 
tedanjega časa je bilo reševanje problema določitve kvazistatičnega stanja vodnika pri 
neenakomerni žledni obtežbi na vodnikih [34] znotraj napenjalnega polja. Avtorji v tem 
obdobju so izhajali iz klasične analitične enačbe verižnice in zapisali sistem lineariziranih 
enačb ali preko empiričnih faktorjev določevali stanja vodnikov pri neenakomernih žlednih 
obtežbah. V tem času je že zaslediti obravnave velikosti amplitude skoka vodnika pri 
odpadih žledu [23], [49]. Avtorji ocenjujejo velikost gibanja na podlagi izenačevanja energij 
sistema, se pa osredotočajo samo na oceno amplitude skoka vodnika, ne pa tudi na časovni 
potek nihanja. Sledi obdobje osemdesetih let, ko se je z uveljavljanjem računalnikov prej 
ročne računske metode prevajalo v programska orodja ali se jih je nadgradilo z novimi 
modeli. Izhajajoč iz metode končnih elementov se v statično obravnavo vpelje koncept 
ekvivalentnega končnega elementa vodnika [57], [59]. Zaslediti je tudi študijo problema 
izračuna dinamičnega odziva [79] preko pristopa zapisa sistema enačb gibanja navideznih 
mas. Večji del obravnav je kasneje prešel na proučevanje gibanj vrvi zaradi aeolskih 
vibracij in galopiranja vodnikov, ki jih povzročijo vetrovi [12], [63], [64]. Teoretični pristop 
temelji na zapisovanju enačb enakosti energij vetra in notranje disipacije vodnika. 
Konec devetdesetih je po mnenju avtorja naloge napravljen največji prodor v 
obravnavani problematiki, v smeri konkretnih izračunov in simulacij dinamičnega odziva 
vodnikov, s strani kanadskih avtorjev ga. G. McClure in g. M. Farzaneha. Prvič se je 
celovito zajelo elektrotehnično izhodišče problema in ga prevedlo in reševalo s  pristopom 
mehanskih nihanj za oceno medfaznih stikov, velikosti in oblike sil na podpore, upoštevajoč 
celotno napenjalno polje daljnovoda. Metoda temelji na uporabi programske kode klasične 
metode končnih elementov MKE metode [30], [22]. Večji delež relevantnih člankov s 
področja posebnih problemov vezanih na mehanska nihanja daljnovodnih sistemov po tem 
času izhaja iz tega izhodišča [31], [32], [36], [46], [62]. V zadnjih letih je poleg omenjenih 
raziskovalcev zaslediti še kitajske raziskovalce, ki na podoben način študirajo nekatere 
probleme iz visokonapetostne tehnike, ob uporabi podobnih programskih orodij [83].  
 Za obravnavo mehanskih sistemov, pod vplivom velikih pomikov in deformacij, je 
možno uporabiti metodo absolutnih vozliščnih koordinat (AVK), predstavljeno s strani g. 
Shabana [66]. Metoda AVK je posebna metoda končnih elementov, ki ne omejuje velikosti 
zasukov in deformacij. Posebna prednost se kaže v tem, da so vozliščne koordinate končnih 
elementov podane v globalnem koordinatnem sistemu in prav tako krajevni gradienti 
koordinat. Posledično se prednost tega zapisa izkaže v konstantni masni matriki, ničelnih 
centrifugalnih silah in Coriolisovih silah. Togostne matrike so v metodi AVK lahko 
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nelinearne. Metoda poleg izračunov pomikov in deformacij podpira obravnavo dinamskih 
procesov in njihovih simulacij v dveh ali več dimenzijah. 
Metoda AVK je bila že uspešno aplicirana na več mehanskih področjih različnih 
konstrukcijskih nosilcev, plošč in hitro vrtečih se diskov ali jermenskih pogonov. Najbližje 
naši problematiki je obravnava dinamičnih razmer drsnih vlakovnih pantografov hitro 
gibajočih se vlakov. Uporaba metode AVK ni direktna, saj je potrebno pri obravnavi 
dinamičnega obnašanja obravnavanega problema identificirati materialne parametre in jih v 
numerični model implementirati konsistentno z metodo AVK.  
 Pri eksperimentalnem delu se srečujemo s problemom velikosti obravnavanega 
problema, ki otežuje izvedbo raziskav v naravnem merilu. Samo nekaj tovrstnih raziskav je 
izvedeno in datirajo v šestdeseta leta prejšnjega stoletja, tedaj izvedene s ciljem opredeliti 
velikost skoka vodnika [49], [60]. Krajši testni daljnovodni poligoni, navedeni v literaturi 
služijo bolj opazovanju mehanizmov oprijema in odpada obtežb na eni do dveh razpetinah 
ali stebrih, ne pa neposredni proučitvi dinamike kompleksnega daljnovoda [62]. Zato je 
daljnovodna tehnika relativno toga za vdor novih tehničnih rešitev. Proces razvoja novih 
oblik daljnovodov v praksi predstavlja modeliranje večih različnih oblikovnih rešitev, izbiro 
različnih materialov in je nerealno pričakovati izvajanje eksperimentalnega preizkušanja 
vsakega predlaganega vzorca daljnovoda posebej, temveč se je potrebno zanesti na 
numerično modeliranje.  
 
Metodologija raziskovanja 
 
Glede na obsežnost problematike je raziskovanje razdeljeno na več delov. Po 
uvodnem delu, v katerem je izveden pregled in analiza obstoječe literature z obravnavanega 
znanstvenega in strokovnega področja, sledi prvi del, ki je namenjen predstavitvi elementov 
kompaktiranega daljnovoda. Prvo poglavje je namenjeno predstaviti in hkrati poudarku 
zavedanja o velikostnem razredu obravnavane mehanske strukture. Kljub temu, da se 
uporablja metoda končnih elementov, je potrebno zavedanje, da so tu elementi obravnavani 
na makro nivoju. 
Drugi del obsega postavitev okvira teoretičnega ozadja in razvoj dinamičnega modela 
z izpeljavo pripadajočega matematičnega modela za obravnavani mehanski sistem. Izbrana 
metoda reševanja zastavljenega fizikalnega problema je metoda absolutnih vozliščnih 
koordinat. Izhodišče je v metodi AVK uporabiti model končnega elementa s kar najmanjšim 
številom prostostnih stopenj. Glede na fizično obliko sestavnih elementov daljnovoda se 
uporabi AVK elemente s šestimi prostostnimi stopnjami v posameznem vozlišču. Omogoči 
se gibanje vodnika po vseh treh prostorskih koordinatah in rotacijo okoli dveh prečnih osi, 
tretje rotacije vzdolž vodnika se ne upošteva, identično kot v svojem delu obravnava 
poenostavitev linijskega nosilca Gerstmayr [25]. Dušenje vodnika razdelimo na dva vplivna 
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dela. Najprej se upošteva lastno dušenje zaradi materiala in sestave vodnika, na podlagi 
ocene velikosti kritičnega dušenja vodnika [21]. Zatem se tvori matriko proporcionalnega 
dušenja [39], [14] in za metodo AVK sledi določitev Rayleightovih konstant dušenja [78]. 
Drugo se upošteva dušenje zaradi relativne razlike hitrosti med gibanjema vodnika in 
medija izhajajoč in Morisonovih enačb [56], [70]. Privzet medij je seveda zrak. Togostne 
matrike elementov AVK, ki so zanimive in uporabne za obravnavan problem, podaja 
Berzeri [8]. Nosilne podpore, ki so daljnovodni stebri, kot robne pogoje modela, se 
privzame kot toge ali gibljive omejitve. Znotraj modela se stremi kar najboljši izrabi 
računalniškega časa, zato je razvit na novo del enačb, ki opisujejo elastične sile znotraj 
končnega elementa v obliki predpripravljenih matrik [93]. 
Tretji del obsega izvedbo večjega števila numeričnih simulacij na podlagi razvitega 
računalniškega orodja z implementacijo AVK. Računalniško orodje je lastno razviti in 
napisani program v MatLab programskem okolju. Numerični primeri so predstavljeni, da 
prikažejo splošnost in primerljivost rezultatov iz literature, kjer so rezultati pridobljeni s 
klasično metodo končnih elementov, ki podpira proučevanje majhnih deformacij. Uporaba 
infinitezimalnih rotacij kot vozliščnih koordinat, ki definirajo deformacijo telesa, v MKE 
vodi do linearizacij kinematičnih enačb, s tem pa omeji možnost eksaktnega modeliranja 
gibajočega se telesa. Splošnost AVK se demonstrira s primeri kompleksnega dinamičnega 
sistema - daljnovodnega polja. Tu se na podlagi dosedanjih izkušenj lahko zaključi, da bo 
potrebno v prihodnje zaradi omejenosti računalniških zmogljivosti pri večjem številu 
elementov dodatno raziskati možnosti pohitritve numeričnega izvajanja izračunov. 
Povečano število diskretiziranih elementov sistema povzroča problem izvedbe numeričnih 
izračunov v še sprejemljivem času. 
 
Namen in cilji dela 
 
Glavni namen dela je vzpostavitev celovitega računskega modela za simuliranje 
dinamičnega odziva daljnovoda, posebej s poudarkom na vodnikih in sestavih izolacijske 
opreme visokonapetostnega daljnovoda, v tridimenzionalnem prostoru (3D) na zunanje, 
časovno spremenljive mehanske obtežbe z uporabo metode absolutnih vozliščnih koordinat.  
Prvi cilj je zasnovani numerični model implementirati v lastno programsko 
programsko kodo in z njo izvesti dinamične analize za različne oblike daljnovoda. Vodilo 
je, da metoda ostaja odprta ter hkrati preprosta za nadgradnje v prihodnosti, naj si bo to 
proučevanje geometrijsko novih oblik daljnovodnih struktur ali potreba po analizi raznih 
vzrokov pojavov nenormalnih obratovalnih stanj, ki se tekom življenjske dobe med 
obratovanjem pokažejo na obstoječih daljnovodih.  
Velik poudarek je dan na časovni vidik izvajanja numeričnih simulacij. V praksi 
načrtovanja se izkazuje, da je to eden izmed vodilnih dejavnikov, da neka računska metoda 
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vstopi v inženirsko prakso. V svoji biti so numerični izračuni zelo zahtevni in že pri malo 
zahtevnejših obravnavanih sistemih lahko izračuni trajajo ure ali dneve, kar pa za praktično 
vsakdanjo uporabo ni najbolj primerno.  
Drugi cilj naloge je matematična nadgradnja enačb posplošenih elastičnih sil 
nastopajočih v Bernoulli-Eulerjevi energijski enačbi, ki vstopa v numerični model 
absolutnih vozliščnih koordinat. Enačba se izrazi v obliki predpripravljenih matrik in 
vektorjev, ki skupaj s Gauss-Legandrovo kvadraturno integracijo močno prispevajo k 
zmanjševanju časa, potrebnega za izvajanje numeričnih simulacij. Pokazano je, da 
matematična priprava učinkovite oblike enačb doprinese več k vsakodnevni uporabnosti 
metode, kot zanašanje na golo procesorsko moč računalnika z reševanjem splošno podanih 
simboličnih enačb.  
Tretji cilj je z vzpostavljenim numeričnim modelom in računalniškim programom 
obravnavati značilnosti odziva kompaktiranega daljnovoda na zunanje motnje. Poudarek je 
na analizi daljnovodov, opremljenih s podpornimi izolatorji, vodoravno vrtljivo vpeti na 
daljnovodne stebre.  
Z realizacijo ciljev je močneje odprta pot k aplikativnem področju, saj je mehanizem 
obnašanja tovrstnih mehanskih sistemov bolj raziskan oziroma se lahko s predstavljenim 
modelom razišče poljubno oblikovan mehanski sistem - daljnovod.  
Zaključni del naloge, s prikazanim primerom, podaja vpogled v poglobljen način 
študije dinamike načrtovanih daljnovodov, ter hkrati že podaja okvirne rezultate za 
praktične aplikacije kompaktiranih vodov, s poudarkom na vremensko zahtevnejših 
območjih. To posledično pomeni možnost širšega obsega gradnje kompaktiranih 
visokonapetostnih daljnovodov, saj so odgovori na nekatera vprašanja, s katerimi se 
srečujejo inženirji v praksi, skicirani. 
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1. ELEMENTI KOMPAKTNEGA DALJNOVODA IN ZUNANJE 
OBTEŽBE  
 
Pred implementacijo metode AVK, ki je v svojem bistvu računska metoda, v katero se 
vstavljajo izbrani geometrijsko-snovni podatki, je za celovitejšo predstavo o velikostnem 
razredu obravnavanih elementov predstavljen kompaktni daljnovod, z njegovimi osnovni 
gradniki. Končne elemente AVK, s katerimi se nadomesti posamezne elemente daljnovoda 
v računskem modelu, je potrebno razumeti v njihovi makro velikosti. Podan je še kratek 
opis zunanjih obtežb, ki vplivajo na daljnovod, nastalih zaradi vremenskih razmer, v katerih 
obratuje daljnovod.  
 
1.1 KOMPAKTNI STEBER 
 
Umestitev daljnovoda v prostor zahteva od načrtovalcev, da zmanjšajo okoljski in 
vizualni vpliv daljnovoda v prostoru, po katerem poteka. V praksi se običajno teži k 
zmanjševanju dimenzij daljnovodnih konstrukcij, kar se v splošnem žargonu daljnovodne 
stroke razume kot kompaktni daljnovod. Danes so na voljo na trgu izolacijski materiali iz 
umetnih kompozitnih materialov, ki poleg tipskih rešitev ponujajo tudi možnost prilagojenih 
aplikacij v praksi. Z uporabo novih izolacijskih materialov in spremembami geometrije 
stebrov se lahko doseže pomembno zmanjšanje zasedbe prostora in s tem povečanje 
sprejemljivosti daljnovoda zaradi bolj atraktivnega videza. Primer študije različnih oblik 
stebrov jeklene predalčne palične konstrukcije A, B in cevne jeklene konstrukcije C 
prikazuje Slika 1-1. 
 
Slika 1-1: Primerjava klasičnih konstrukcij A, B in kompaktna konstrukcija C daljnovoda. 
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Jeklene predalčne konstrukcije so večinoma izdelane iz jeklenih vogalnikov različnih 
dimenzij in debelin (tipično med vogalniki L45x5 do L250x12). Cevni  stebri so običajno 
osem ali dvanajst kotne piramidasto oblikovane cevi, katerih debelina zvite pločevine se 
giblje med 5 mm do 14 mm. Višina stebrov se določa glede na potrebe terena in medsebojne 
razdalje med stebri. Tipično se giblje med 10 m do 30 m, merjeno od tal do obesišča 
najnižjega vodnika na stebru. Razdalje med stebri se pri klasičnem daljnovodu, izvedenem z 
jeklenimi predalčnimi stebri, gibljejo med 300 do 400 m, pri kompaktiranih vodih  se 
razdalje med posameznimi stebri gibljejo v razponu od 200 m do 300 m. 
Vendar močno zaželeni okoljski cilj po zmanjševanju vpliva na okolje po drugi plati 
povzroči velik inženirski izziv, povezan z obratovanjem daljnovoda v realnem okolju. 
Vsako kompaktiranje namreč povzroči zmanjševanje medsebojnih razdalj med samimi 
daljnovodnimi vodniki ter hkrati zmanjševanje razdalj med vodniki in ozemljenimi deli 
nosilnih jeklenih konstrukcij. Zmanjševanje razdalj povečuje tveganje dogodka medfaznega 
ali enofaznega kratkega stika, ko privzamemo v obravnavo zahtevne vremenske razmere, ki 
jih ilustrira na Slika 1-2. 
 
 
Slika 1-2: Kompaktiran daljnovod v zahtevnih zimskih vremenskih razmerah. 
Zahtevne razmere obratovanja daljnovoda se največkrat pojavljajo v zimskem času, 
četudi se ne sme zanemariti možnosti pojava intenzivnih poletnih neurij, ki so ponavadi 
pospremljene z zelo velikimi hitrostmi vetra. Značilnost je, da se tovrstne obtežbe pojavljajo 
stohastično, tako s stališča časovnih obdobij pojava, kot stališča mikrolokacije pojava. 
Identificira se sicer lahko področja s povečano stopnjo možnosti pojava in zanj oceni 
tveganje za obratovanje daljnovoda, vendar popolne kontrole in vedenja nad tovrstnimi 
pojavi ni mogoče vzpostaviti. S simulacijami dinamičnega obnašanja daljnovoda v 
zahtevnih vremenskih razmerah, pa tudi med samo gradnjo, se nivo kontrole in 
obvladovanja nezaželenih dogodkov močno zviša. Naloga zato poskuša kar najceloviteje 
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zaobjeti in postaviti model, ki je preprost in razumljiv, namenjen v prvi vrsti inženirski 
praksi, po drugi strani pa model pustiti odprt, da omogoča nadaljnji akademski študij 
parcialnih daljnovodnih problemov. 
Vsekakor je osnovni inženirski cilj, da se v največji možni meri, ki poleg tehnične 
komponente vsebuje tudi stroškovno komponento gradnje in obratovanja, izogniti se 
prevelikemu številu kratkotrajnih defektov in izpadov daljnovodnih povezav zaradi kratkih 
stikov. Za ilustracijo razmer služi Slika 1-3. Daljnovod naj ima v normalnih obratovalnih 
razmerah stanje vrisano v sliko s črno barvo. Izolatorski sestavi, vrisani z modro barvo med 
posameznimi faznimi vodniki L1, L2, L3, zagotavljajo medsebojno razdaljo Dpp. Ob pojavu 
zunanje motnje se na primer ob določenem časovnem trenutku pojavi neenakomerna 
obtežba žleda (ni vedno žled vzrok, v praksi se pogosto dogajajo tudi padci  dreves na 
daljnovodne vodnike), vetra ali kombinacije obojega v opazovani razpetini. Vrvi se 
pomaknejo v novo stanje, vrisano s črtkano rdečo črto. Ta lahko doseže kritično razdaljo 
med vodniki Dpp*, ki vodi do električnega preboja med vodniki. Hkrati se zaradi zasuka 
izolatorskega sestava spremeni lahko do nedopustne velikosti oddaljenost vodnika proti 
ozemljenemu delu stebra Dpe.  
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Slika 1-3: Skica daljnovodnega sistema in električnih medfaznih stikov.  
V standardih načrtovanja daljnovodov [77], ki se uporabljajo po posameznih državah 
za projektiranje daljnovodov, so omenjene razdalje med vodniki definirane preko empirično 
določenih enačb. Enačbe so pogojene z zgodovino razvoja daljnovodne tehnike in izhajajo 
iz statičnega pogleda na dimenzioniranje daljnovodov. Pri načrtovanju so poleg 
izpolnjevanja zahtev standardov zaradi njihove enostavnosti enačbe pri inženirjih osnovni 
pripomoček pri delu.  
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Ko se preide na področje kompaktiranja daljnovodov, je potrebno za zagotavljanje 
zapisanih meja tudi preveriti načrtovano kompaktiranje daljnovoda v obliki dinamičnih 
analiz različnih scenarijev zunanjih obtežb med obratovanjem.  
Drug vidik posledic dinamičnih razmer zaradi delovanja ekstremnih vremenskih 
razmer lahko vodi tudi do odpovedi posameznih delov opreme, kar v končni fazi lahko vodi 
do najhujših posledic, nepopravljivih deformacij ali porušitve jeklenih konstrukcij. Primer 
prikazuje Slika 1-4. Za take primere je dinamična analiza neprecenljivega pomena, ko se 
skuša identificirati začetno točko in začetni vzrok tovrstnega dogodka. 
 
 
Slika 1-4: Prikaz posledic delovanja žledne obtežbe na daljnovodne vodnike. 
 
Torej ključnega pomena je, da se daljnovod kot zaključena celota, na zunanje 
spreminjajoče se vremenske vplive, ustrezno dimenzionira s stališča zagotavljanja 
mehanske odpornosti in stabilnosti, ter z elektrotehničnega stališča prepreči nezaželene 
kratke stike med vodniki. 
 
1.2 ŽLEDNE IN VETRNE OBTEŽBE 
 
Najbolj značilna in pomembna zunanja vpliva, ki nastopata, sta: 
• oprijem na elemente in odpad žlednih obtežb z elementov daljnovoda ter  
• delovanje vetra oziroma vetrna obtežba na elemente daljnovoda. 
Vpliva lahko nastopata samostojno, v zimskem obdobju ni izključena tudi sočasnost 
obeh vplivov.  
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Nekaj primerov oprijema oblog v zimskih razmerah na vodnike ilustrira  
Slika 1-5. Oprijete obloge imajo različne fizikalne lastnosti.  Med seboj se ločijo po 
specifični teži in glede na vremenske pogoje lahko zavzemajo različna stanja in oblike: od 
suhega snega, mokrega snega, ivja do ledu. Vse skupaj opredelimo pod skupnim nazivom 
žledne obtežbe. Več informacij o mehanizmih tvorjenja žledu, pogojih pojava in oblikah 
žledne obtežbe, ki segajo izven okvira predstavljenega dela, je najti v [19]. 
 
 
Slika 1-5: Primeri žlednih obtežbe na daljnovodu. 
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Žledne obtežbe, ki se oprimejo, tvorijo različne geometrijske oblike, ki so odvisne od 
mikro klimatskih razmer na trasi daljnovoda. Oblika žledne obtežbe vpliva na daljnovod 
preko izbranih koeficientov zračnega upora  𝐶𝑡,𝑛,𝑏 glede na izbrani koordinatni sistem.  
Za vstop v matematični model zadostuje poenostavitev modeliranja žledne obtežbe. 
Žledno obtežbo se predstavi kot koncentrični oprijem debeline 𝐷𝑎 okoli vrvi premera 𝐷𝑐 v 
uniformni valjčni obliki vzdolž vodnika, kot prikazuje Slika 1-6 z vrisano črtkano črto. 
Žledna obtežba naj ima konstantno specifično gostoto 𝜌𝑖𝑐𝑒. V dinamični analizi se upošteva 
le prispevek žledne obtežbe k inercialnim in gravitacijskim silam, prispevek žledne obtežbe 
k elastičnim silam se ne upošteva. Privzame se, da je modul elastičnosti žleda enak nič. To 
poenostavitev je sprejemljiva pri opazovanju globalnega odziva kompaktnega voda na 
zunanje sile. Upoštevanje mehanskih lastnosti žledne obtežbe pride v poštev pri modeliranju 
lokalnih problemov, na primer pri lomljenju in odpadanju žledne obtežbe z vodnika, pri 
umetno vzbujenem tresenju vrvi [18].  
 
 
Slika 1-6: Žledna obtežba in koeficienti zračnega upora. 
 Iz znane debeline oprijema in specifične gostote žleda sledi masa žleda na dolžinsko 
enoto, kar zapišemo kot: 
 
Še praktični primer za ilustracijo velikosti žlednih obtežb, s katerimi se srečuje v 
daljnovodni tehniki. Slika 1-7 prikazuje rezultat izračuna mase žledne obtežbe na dolžinsko 
enoto za led, suh sneg, moker sneg in ivje, za vodnik premera 21,8 mm v odvisnosti od 
skupnega premera žledne obtežbe (skupni premer je enak 𝐷𝑐 + 2𝐷𝑎) . Mase žlednih obtežb 
že pri majhnih debelinah oprijema hitro presežejo lastno maso vodnika. 
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Slika 1-7: Primer ocene žledne obtežbe glede na zunanji premer in oceno strukture žledu. 
Nekoncentrične oblike žledene obtežbe ob delovanju zunanjega vetra povzročijo aero-
dinamični učinek. Te se izrazijo skozi sile upora in vzgona na vrv, s kvadratično odvisnostjo 
od relativne hitrosti gibanja vetra in vodnika. Učinek je pomemben za primer obravnave 
razmer pri dinamičnem odzivu, ko nastopijo zunanje vetrovne razmere. Določitev 
koeficientov je samostojna problematika, zato je smiselno privzeti koeficiente iz splošne 
literature, na primer [38]. 
 
1.3 VODNIKI DALJNOVODA 
 
Daljnovodi so opremljeni z vodniki in zaščitnimi vrvmi. Vodnik je namenjen prenosu 
električne energije, zaščitna vrv je namenjena prestrezanju atmosferskih razelektritev na 
daljnovod in zmanjševanju tranzientnih električnih prehodnih pojavov v primeru kratkih 
stikov na daljnovodu.  
Z mehanskega stališča zgradbe gre pri obeh za identično konstrukcijo. V nadaljevanju 
uporabljamo za oboje izraz vodnik. Vodniki so spleteni iz večjega števila posameznih žic, iz 
aluminija in jekla, oziroma njunih zlitin. V daljnovodni tehniki so običajno standardiziranih 
dimenzij. Aluminijasti del vodnika zagotavljajo električno prevodnost, jekleni del pa 
mehansko trdnost. Razmerje materialov je odvisno od zahtev po električni prenosni 
zmogljivosti in mehanski trdnosti vodnikov. Primer sestave dveh vodnikov prikazuje Slika 
1-8 za različno razmerje števila aluminijastih in jeklenih žic. 
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Slika 1-8: Primer zgradbe dveh daljnovodnih vodnikov [34]. 
Samo za ilustracijo velikostnega razreda dimenzij vodnikov, ki vstopajo v obravnavo 
v daljnovodni tehniki, Tabela 1-1 navaja osnovne podatke za dva tipična prereza vodnikov. 
 
Tabela 1-1: Osnovni tehnični podatki vodnikov. 
Vodnik Premer  Presek Masa Modul elastičnosti 
 (mm) (mm2) (kg/km) (N/mm2) 
ACSR 120/20 15.5 141.4 491 77000 
ACSR 240/40 21.8 282.5 980 77000 
 
Za izračun notranjih elastičnih sil vrvi je potrebno poleg modula elastičnosti 𝐸 
izračunati tudi vztrajnostni moment prereza 𝐼. Podatki za model elastičnosti so običajno 
podani kar v tabelah standardov ali tehničnih listih vrvi. Več dela je z vztrajnostnim 
momentom prereza, ki ga je zaradi zgradbe vodnika nekaj težje določiti. Smernice za njegov 
izračun podaja Dodatek D, v katerem so navedeni nekateri vidiki določevanja preko 
ustreznih upogibnih momentov, ki so opisani s produktom veličin EI.  
Pri vnosu vrvi v model AVK velja predpostavka, da imamo opraviti le z enim 
elementom (delom vodnika), ki ima ekvivalentni modul elastičnosti in vztrajnostni moment 
prereza kot proučevan vodnik. 
 
1.4 IZOLATORSKI SESTAVI 
 
Izolatorski sestavi ločujejo elemente daljnovoda, ki so pod napetostjo od ozemljenih 
elementov daljnovoda. Poenostavljeno gledano napetostni nivo daljnovoda določa potrebno 
dolžino izolatorjev. Pri 110 kV daljnovodih so dolžine izolatorjev skupaj z obesno opremo 
med 1.3 m do 2 m. Nova generacija paličnih izolatorjev, ki je zanimiva za uporabo pri 
kompaktiranih vodih, je sestavljena iz osrednje palice, izdelane iz steklenih vlaken in 
zagotavlja mehansko trdnost. Nanjo je nanesen izolacijski material gumaste izvedbe, ki 
zagotavlja želeno dielektrično trdnost.  
V predmetni obravnavi zastopane oblike izolatorskih sestavov predstavlja Slika 1-9. 
Uporabljena poimenovanja za posamezne sestave so naslednja:  
-za sestav (a.) klasična I izolatorska veriga,  
Dc 
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-za sestav (b.) V izolatorska veriga,  
-za sestav (c.) nosilno podporni sestav ( krajše BPA),  
-za sestav (d.) A izolatorska veriga in 
-za sestav (e.) podprta I veriga (krajše IB). 
 
Tabela 1-2 prikazuje tipične podatke za dva izolatorska sestava, ki se uporabljata na 
110 kV napetostnem nivoju.  
 
a. b. c.
 
d. e.
 
 
Slika 1-9: Tipične oblike izolatorskih sestavov. 
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Tabela 1-2: Osnovni tehnični podatki izolatorjev. 
Tip izolatorja Dolžina* Premer Presek Masa Modul elastičnosti 
 (m) (mm) (mm2) (kg/m) (N/mm2) 
Palični (ali nosilni), 
ang. brace 
1.7-2  22 380 0.4 36000 
Podporni (ali togi) 
ang. post 
1.2-1.5 63.5 3165 15 36000 
*-skupaj z obešalnim priborom (kovinske dele sestavov se privzame kot toge) 
 
Za modul elastičnosti 𝐸 privzamemo podatke iz literature, na primer [4], [26], za 
vztrajnostni odpornostni moment preseka ustreza kar enačba dolge palice, kot bo prikazano 
v nadaljevanju. S poglobljeno dinamično analizo in medsebojno primerjavo rezultatov 
simulacij ob enakih začetnih pogojih se pokažejo nekatere lastnosti izolatorskih sestavov, ki 
jih iz statične analize ni mogoče razbrati.  
Metoda absolutnih vozliščnih koordinat 17 
 
2. METODA ABSOLUTNIH VOZLIŠČNIH KOORDINAT 
 
2.1 TRANSFORMACIJA DALJNOVODA V SISTEM KONČNIH ELEMENTOV 
 
Metoda absolutnih vozliščnih koordinat (AVK) je metoda končnih elementov, ki 
zahteva 'razstavitev' obravnavane mehanske strukture v končne elemente.  
V obravnavo vzemimo poljubno daljnovodno napenjalno polje, katerega izsek 
prikazuje Slika 2-1. Daljnovod se obravnava v tridimenzionalnem prostoru (3D). 
Daljnovodno polje je v splošnem sestavljeno iz n razpetin, pri čemur ima vsaka razpetina 
dolžino ai, višinsko razliko med obesišči hi in tlorisno oddaljenost oi med obesišči. 
Daljnovodno polje na obeh konceh omejujeta napenjalna stebra, ki imata fiksno vpeti 
vrtljivi obesišči. V obravnavo se vpelje enoten globalni koordinatni sistem XYZ. 
Naj bo daljnovod sestavljen iz teles, ki so stebri, vodniki, izolacijski sestavi. Vsako 
telo je v nadaljnji obravnavi predstavljeno kot sistem posameznih končnih elementov 
(deformabilnih), med seboj povezanih v vozliščih. Za vsa vozlišča se opredelijo medsebojne 
odvisnosti (kinematične omejitve) med končnimi elementi, ki v posameznem vozlišču 
nastopajo.  
Vsako posamezno telo je razdeljeno na arbitrarno izbrano število končnih elementov. 
Na primer vsak vodnik v posamezni razpetini i je razdeljen v poljubno število j končnih 
črnih elementov, podobno izolatorski sestav na rdeče elemente in steber na modre elemente, 
kot ilustrira Slika 2-1. 
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Slika 2-1: Razdelitev daljnovoda v končne elemente. 
 
Število elementov skupaj z izbranim številom prostostnih stopenj končnega elementa 
najbolj vpliva na velikost  iskanega sistema gibalnih enačb. Zato delitev ne sme biti preveč, 
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da je rezultat izračunljiv v še razumnem času in hkrati ne premajhna, da se ne izgubi 
fizikalnih karakteristik.  
 
2.2 ABSOLUTNE VOZLIŠČNE KOORDINATE 
 
Za dinamično obravnavo mehanskih sistemov, ki izkazujejo velike pomike in  
deformacije, je zelo primerna metoda absolutnih vozliščnih koordinat [66]. Metoda AVK je 
posebna metoda končnih elementov, ki ne omejuje velikosti zasukov in deformacij. Njena 
prednost se pokaže v tem, da so vozliščne koordinate končnih elementov podane v 
globalnem koordinatnem sistemu in prav tako krajevni gradienti koordinat. Posledično se 
prednost tega zapisa izkaže v konstantni masni matriki, ničelnih centrifugalnih silah in 
ničelnih Coriolisovih silah.  
V pričujočem delu sledi obravnava v 3D prostoru. Velja enoten globalni koordinatni 
sistem XYZ, ki ga prikazuje Slika 2-2. Končni element naj bo palica, katere lastna 
nedeformirana dolžina 𝐿 je mnogo večja od lastnega premera palice 𝐷𝑐. Nedeformirano 
stanje elementa na sliki je označeno z indeksom o. 
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Slika 2-2: AVK element v nedeformiranem in deformiranem stanju. 
V metodi AVK je oblika elementa oziroma pozicija na elementu, ki jo opisuje 
krajevni vektor 𝐫 v poljubni točki P deformiranega elementa, enolično določena s 
produktom matrike oblikovnih funkcij končnega elementa 𝐒 in vektorjem absolutnih 
vozliščnih koordinat 𝐞, v splošnem zapisu: 
 
Koordinata 𝑥 predstavlja vzdolžno koordinato elementa v njegovem koordinatnem 
sistemu. V osnovi teoriji je končni element paralelogram, kjer je vektor 𝐞 sestavljen iz 24 
koordinat oziroma prostostnih stopenj (za vsako vozlišče po tri koordinate pozicije koncev 
 𝐫(𝑥, 𝑡) = [𝑟𝑋 𝑟𝑌 𝑟𝑍]T = 𝐒(𝑥)𝐞(𝑡).  (2-1) 
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elementa in po trije krajevni gradienti po smeri vsake koordinate) [43], vendar kot je 
prikazano v [25] lahko tridimenzionalni tanek element predstavimo z AVK elementom 
nižjega reda, ki ima le 12 prostostnih stopenj. To pomeni, da je element opredeljen z enim 
pozicijskim vektorjem ter enim gradientnim vektorjem pozicije v vsakem vozlišču A in B, 
ki ga prikazuje Slika 2-2. Gradient je pridobljen z odvajanjem krajevnega vektorja pozicije 
glede na parameter x v lokalnem koordinatnem sistemu. Povedano enostavneje je gradient 
naklon elementa v izbrani točki. Ostali gradienti pozicije prečno na lokalni koordinatni 
sistem se zanemarijo. S to poenostavitvijo je možno modelirati vzdolžno osno krivljenje 
elementa, torzijskega efekta pa ni možno modelirati. Ta poenostavitev je popolnoma 
sprejemljiva v daljnovodni tehniki, kjer je pokazano, da torzijska togost ne igra 
pomembnega vpliva v dinamiki vodnikov [10], [28]. Nižji red elementa močno prispeva k 
zmanjševanju dimenzij matrik in vektorjev, ki nastopajo v gibalnih enačbah in s tem na 
zmanjševanje potrebnega računskega časa za izvedbo numeričnih simulacij. Absolutne 
vozliščne koordinate elementa so torej zapisane z vektorjem:  
 
kjer so globalne pozicije koordinat: 
 
in globalni nakloni elementa v obeh vozliščih definirani kot: 
 
 
 V enačbah nastopa nedeformirana dolžina elementa L. Matrika oblikovnih funkcij 𝐒, 
ki opisujejo obliko deformacije končnega elementa, je zapisana s kubičnimi polinomi 
𝑆1,  𝑆2,  𝑆3,  𝑆4 in je: 
 
Matrika 𝐈 predstavlja 3 x 3 identitetno matriko, to je enotska (1) diagonalna matrika. 
Izkaže se, da je namesto dimenzijskega parametra dolžine 𝑥 primernejša uporaba 
normaliziranega brezdimenzijskega parametra, ki je 𝜉 = 𝑥 𝐿⁄ . Oblikovne funkcije  𝑆𝑖, 𝑖 =
1,2, . . , 4 so naslednji polinomi tretje stopnje 
 𝐞 = [𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑒5 𝑒6 𝑒7 𝑒8 𝑒9 𝑒10 𝑒11 𝑒12 ]T, (2-2) 
 
𝑒1 = 𝑟𝑋|𝑥=0 𝑒2 = 𝑟𝑌|𝑥=0 𝑒3 = 𝑟𝑍|𝑥=0
𝑒7 = 𝑟𝑋|𝑥=𝐿 𝑒8 = 𝑟𝑌|𝑥=𝐿 𝑒9 = 𝑟𝑍|𝑥=𝐿
} (2-3) 
 
𝑒4 =
𝜕𝑟𝑋
𝜕𝑥
|
𝑥=0
𝑒5 =
𝜕𝑟𝑌
𝜕𝑥
|
𝑥=0
𝑒6 =
𝜕𝑟𝑍
𝜕𝑥
|
𝑥=0
𝑒10 =
𝜕𝑟𝑋
𝜕𝑥
|
𝑥=𝐿
𝑒11 =
𝜕𝑟𝑌
𝜕𝑥
|
𝑥=𝐿
𝑒12 =
𝜕𝑟𝑍
𝜕𝑥
|
𝑥=𝐿}
 
 
. (2-4) 
 𝐒 = [𝑆1𝐈  𝑆2𝐈  𝑆3𝐈  𝑆4 𝐈 ]
T. (2-5) 
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2.3 FORMULACIJA GIBALNIH ENAČB AVK 
 
Enačbe gibanja omejenih, prožnih in med seboj sestavljenih teles, povezanih v med 
seboj odvisen in omejen sistem, je v AVK formalno zapisan kot [66]: 
 
 
S simbolom * je poudarjeno, da matrike in vektorji, ki sestavljajo sistem gibalnih 
enačb, veljajo za celoten sistem končnih elementov, kot prikazuje Slika 2-1. Naj bo izbrano 
število elementov enako N. Matrika sistema gibalnih enačb ima velikost produkta števila 
izbranih elementov, pomnoženo z izbranim številom absolutnih koordinat 𝑛𝑒 = 12, ki 
opredeljujejo posamezen element, ter številu enačb kinematičnih omejitev gibanja 𝑛𝑐, ki 
nastopajo v sistemu. Rešiti je potrebno sistem algebrajsko diferencialnih enačb velikosti 
𝑁𝑛𝑒 + 𝑛𝑐. Osnovne korake pristopa k reševanju sistema enačb (2-7) osvetljuje Dodatek B.  
Na levi strani enačbe nastopa 𝐌∗ kot masna matrika elementov, 𝐂𝐞
∗ Jakobijeva matrika 
kinematičnih omejitev, ničelna matrika 𝟎∗, vektor pospeškov posplošenih koordinat ?̈?∗ ter 
vektor Lagrangejevih množiteljev 𝛌∗. Matrike bodo obravnavane v nadaljevanju. 
Za predstavitev sil v sistemu se uporablja pojem posplošenih sil 𝐐, ki so vezane na 
absolutne vozliščne koordinate 𝐞. Na desni strani enačbe so zbrani vektorji zunanjih in 
notranjih posplošenih sil, ki vplivajo na gibanje posameznih končnih elementov 
sestavljenega sistema teles. Vsi so vektorji. Ti so posplošena sila notranjih elastičnih sil 𝐐𝑒
∗ , 
posplošena sila gravitacije 𝐐𝑔
∗ , posplošena sila žledne obtežbe 𝐐𝑖𝑐𝑒
∗ , posplošena sila 
aerodinamičnega delovanja vetra 𝐐𝑤
∗  in posplošena sila dušenja 𝐐𝑑𝑎𝑚
∗ .  
V naslednjih poglavjih so za vse matrike in vektorje, ki nastopajo v sistemu gibalnih 
enačb (2-7), povzete ali izpeljane enačbe, ki se glasijo za posamezen element. Zaradi 
celovitosti obravnave in za potrebe zainteresiranega bralca je odločilno, da se zbere in 
prikaže enačbe na enem mestu, ter jih sočasno tudi priredi za neposredno uporabo v 
daljnovodni tehniki. 
Izjema je vektor 𝐐𝑑
∗ . Vektor 𝐐𝑑
∗  v splošnem zapisu vsebuje prvi in drugi časovni 
odvod koordinat in odvode kinematičnih omejitev 𝐂 [68]: 
 
 
𝑆1 = 1 − 3𝜉
2 + 2𝜉3, 𝑆2 = 𝐿(𝜉 − 2𝜉
2 + 𝜉3),
𝑆3 = 3𝜉
2 − 2𝜉3  𝑆4 = 𝐿(−𝜉
2 + 𝜉3)
}. (2-6) 
 [
𝐌∗ 𝐂𝐞
∗
𝐂𝐞
∗T 𝟎∗
] [
?̈?∗
𝛌∗
] = [
−𝐐𝑒
∗ − 𝐐𝑑𝑎𝑚
∗ + 𝐐𝑔
∗ + 𝐐𝑖𝑐𝑒
∗ +𝐐𝑤
∗
𝐐𝑑
∗ ]. (2-7) 
 𝐐𝑑
∗ = −𝐂𝑡𝑡
∗ − (𝐂𝐞
∗?̇?∗)𝐞?̇?
∗ − 2𝐂𝑒𝑡
∗ ?̇?∗. (2-8) 
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Izkaže se, da v primeru, ko so kinematične omejitve časovno konstantne in krajevno 
enostavne (konstantne), vektor 𝐐𝑑
∗  postane ničelni vektor, po dimenziji enak velikosti števila 
enačb omejitev. Večina omejitev v daljnovodni tehniki je enostavnih in vodi do ničelnega 
vektorja 𝐐𝑑
∗ . Le za zahtevnejše konfiguracije, na primer drseče spoje, kjer je prisotna 
časovna in krajevna odvisnost,  vektor zavzame neničelne vrednosti. Primer drsnega stika 
bo obravnavan v poglavju kinematične omejitve v nadaljevanju. 
 
 
2.4 POSPLOŠENE ELASTIČNE SILE 
 
Elastične sile zajemajo notranje spremembe v elementu, povzročene z deformacijo le 
tega. Posplošene elastične sile imajo skupaj s številom končnih elementov, ki modelirajo 
sestavljeno telo in izbranim številom prostostnih stopenj (DOF), primarni vpliv na 
zahtevnost izvajanja numeričnih simulacij v smislu potrebnega procesorskega prostora in 
časa procesiranja. V vsakodnevni inženirski praksi so stroški računanja zelo pomembna 
postavka [59]. Pod stroški se razume procesorske zahteve in čas računanja. Vsaka razvita 
znanstvena metoda bo uporabljena v širši praksi le ko bo numerično izvajanje simulacij 
možno izvesti v razumnem časovnem intervalu [67].  
Za znižanje stroškov numeričnega računanja splošno velja: (1) potrebna je primerna 
izbira fizikalnega modela za obravnavan problem in (2) matematične enačbe naj bodo 
pripravljene za efektivno uporabo znotraj izbrane programske opreme. 
V primeru obravnave dolgih in tankih elementov (izolatorjev in vodnikov), kjer je 
razmerje med dolžino elementa napram premeru elementa veliko, se privzame linijski 
elastični pristop, kot predlaga Shabana v [68]. Predpostavi se, da je deformacijsko območje 
elementa opisljivo z Bernoulli-Eulerjevo enačbo energije nosilca  𝑈𝑘  in Green-
Lagrangeovo mero raztezka. V [8] Berzeri predstavi štiri različne modele za izračun 
posplošenih elastičnih sil različnih stopenj poenostavitev in zahtevnosti, ter nakaže možne 
smeri nekaterih poenostavitev. V [25] Gerstmayr, predlaga v primeru obravnave tankih 
nosilcev ali vrvi, uporabo AVK elementov nižjega reda, ki imajo v 3D prostoru samo 12 
prostostnih stopenj, v primerjavi z originalnim 3D AVK elementom, ki ima v istem prostoru 
24 prostostnih stopenj [68]. Poleg poenostavitve nižji red AVK elementa vpliva na 
zmanjšanje zaklenitvenega učinka med izvajanjem simulacij. Zaklenitveni učinek se izrazi z 
nekonvergenco simulacije k rešitvi. Pristop uporabe nižjega reda elementov je uporabljen v 
nekaterih praktičnih aplikacijah [44], [40]. 
Predhodno je bilo omenjeno, da se z navedeno poenostavitvijo lahko modelira 
vzdolžno osno ukrivljenost elementa, ne more pa se modelirati torzijskega zvitja elementa. 
S tem velja predpostavka, da presek elementa vseskozi ostaja v ravnini, orientirani 
pravokotno na os ukrivljenosti elementa. 
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Izračun posplošene elastične sile temelji na izračunu odvoda energije končnega 
elementa, ki upošteva deformacijo elementa zaradi vzdolžnega osnega zvitja in osnega 
vzdolžnega raztezka. V nadaljevanju bomo vzdolžno zvitje elementa razumeli kot 
ukrivljenost, podobno bomo za osni vzdolžni raztezek krajše pisali kot raztezek. Velja 
splošna enačba posplošene elastične sile: 
 
ki je odvod potencialne energije nosilca  𝑈𝑘  po posameznih vozliščnih koordinatah 
vektorja 𝐞. Izbrana Bernoulli-Euler formulacija nosilca je torej sestavljena iz dveh vektorjev 
posplošenih sil, zaradi raztezka 𝐐𝑠 in zaradi ukrivljenosti 𝐐𝑏  [68]:  
 
V enačbi je 𝐸 Youngov modul elastičnosti, 𝐴 presek elementa, κ je ukrivljenost osi 
nosilca in εxx je vzdolžni aksialni raztezek, definiran kot Green-Lagrange tenzor raztezka. V 
enačbi nastopa še vztrajnosti moment prereza 𝐼. Zanj se v predmetni nalogi privzame, da je 
homogen izotropni material enakih karakteristik po vseh oseh elementa.  
V (2-10) nastopata meri za raztezek 𝜀𝑥𝑥 in ukrivljenost 𝜅 elementa, ki sta definirani 
kot [68],[8]: 
 
Prvi odvod krajevnega vektorja 𝐫 pozicije po vzdolžni koordinati elementa 𝑥, 
imenovan 𝐫𝑥 ter njegov drugi odvod 𝐫𝑥𝑥 po istem parametru, sta izražena z oblikovno 
matriko 𝐒 in normaliziranim parametrom 𝜉 v osi elementa: 
 
Matriki 𝐒𝜉   in 𝐒𝜉𝜉  sta prvi in drugi odvod glede na normaliziran parameter 𝜉, 
upoštevajoč dolžino elementa 𝐿 v nedeformiranem stanju. Enačbe (2-11) gre razumeti kot 
izhodiščne enačbe za izvajanje poenostavitve, glede na pričakovano velikost deformacije 
elementa. 
 𝐐𝑒 = (
𝜕 𝑈𝑘
𝜕𝐞
)
T
, (2-9) 
 𝐐𝑒 = 𝐐𝑠 +𝐐𝑏 =
𝐸𝐴
2
∫
𝜕
𝜕𝐞
𝜀𝑥𝑥
2 d𝑥
𝐿
0
+
𝐸𝐼
2
∫
𝜕
𝜕𝐞
𝜅2d𝑥.
𝐿
0
 (2-10) 
 
𝜀𝑥𝑥 =
1
2
(𝐫𝑥
T𝐫𝑥 − 1)
𝜅 =
|𝐫𝑥 ×𝐫𝑥𝑥|
|𝐫𝑥 |
3
}
 
 
 
 
. (2-11) 
 
𝐫𝑥 = 𝐒𝜉(𝜉)𝐞 𝐿⁄
𝐫𝑥𝑥 = 𝐒𝜉𝜉(𝜉)𝐞 𝐿
2⁄
}. (2-12) 
Metoda absolutnih vozliščnih koordinat 23 
 
Rešitev enačbe (2-10) v splošnem vodi do močno nelinearnih elastičnih posplošenih 
sil, ki so izražene z zelo kompleksnimi matematičnimi izrazi, integrala pa zahtevata 
numerični pristop k reševanju. Na drugi strani je enačba odprta za vpeljavo vnaprej 
opredeljenih poenostavitev, ki so izvedene z vpeljavo različnih fizikalnih predstavitev 
elementa v enačbo. Poenostavitev vedno bazira na upoštevanju kontinuuma mehanike glede 
na pričakovano stopnjo deformacije elementa za konkreten primer, ki ga obravnavamo. 
Razmere ilustrira Slika 2-3. 
Če se element nahaja v polju majhnih deformacij, je enačba (2-10) celo analitično 
rešljiva. Pod majhne deformacije elementa se uvrstijo deformacije, kjer je upravičen pristop 
linearnega odnosa raztezka in pomikov elementa. Pri vodnikih so to naprimer majhne 
oscilacije okoli statične lege. Najenostavnejši matematični model z analitično rešitvijo, ki bo 
obravnavan v nadaljevanju, je L1 za raztezek in T1 za ukrivljenost, poimenovan L1/T1 in je 
predstavljen v [8]. Ta model predpostavi, da je raztezek konstanten po celotni dolžini 
elementa, hkrati pa je vzdolžna deformacija majhna. Kot matematično najenostavnejši je 
tudi računsko najhitrejši v smislu izvajanja numeričnih simulacij.  
Ko pa nastopajo večje deformacije elementov, je reševanje enačbe (2-10) neizogibno, 
saj poenostavljeni modeli praviloma ne vodijo do konvergence rešitve. Večina avtorjev v 
teh primerih rešuje enačbo neposredno numerično. Izkaže pa se, kar bo pokazano v 
nadaljevanju, da se doseže bistveno racionalizacijo potrebnega časa za potrebe izvajanja 
numeričnih izračunov, če se enačbe predstavi v obliki predpripravljenih matematičnih 
izrazov in predpripravljenih matrik. Pristop je prikazan z obravnavanim modelom L5/T5.  
 
 
A
model L5/T5
Model L1/T1 ali
Majhne 
deformacije
Velike 
deformacije
Nedeformiran 
element
A B
Model L5/T5
B
BA
 
Slika 2-3: Ilustracija vpliva velikosti deformacije elementa na izbiro matematičnega modela. 
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2.5 POSPLOŠENE ELASTIČNE SILE: MODEL L1/T1 
 
2.5.1 Posplošene elastične sile raztezka: model L1 
 
Pred zapisom enačb posplošene elastične sile raztezka velja naslednji razmislek. 
Vodnik je vseskozi v napetem stanju, tudi dinamični pojavi ohranijo napetost v vodniku 
[71]. Sestava vodnikov je običajno kombinacija zvitih žic aluminija in jekla z visokim 
modulom elastičnosti, kar implicira majhne deformacije, če je le končni element dovolj 
kratek. To nakazuje, da se pri študiji gibanja vodnikov kot prvo možnost izbire postavlja 
uporaba poenostavljenega modela zapisa velikosti elastične sile raztezkov, ki ima analitično 
rešitev. Izhaja se iz [8], kjer se enačbe izvedene v 2D prostoru nadgradi v 3D prostor.  
Za integral posplošene elastične sile, ki zajema raztezek  elementa, upoštevaje relacije 
(2-11) in (2-12), velja enačba:  
 
kjer je matrika 𝐛1 definirana kot:  
 
Ključni korak je poenostavitev, da je raztezek 𝜺𝑥𝑥 v elementu konstanten vzdolž 
elementa. Definiran je kar s povprečno vrednostjo, ki je naslednja: 
 
Razdalja 𝑑 je preprosto razlika med koordinatami vozlišč elementa in 𝐿 dolžina 
nedeformiranega elementa: 
 
Raztezek je tako definiran kot konstanta in se ga izvzame izpod integralskega znaka. 
Enako velja za vektor posplošenih koordinat. Preostane še reševanje integrala tipa ∫ 𝐛1𝑑𝜉
1
0
, 
ki pa je enostavno analitično rešljiv. V zapis posplošene elastične sile raztezka se vpelje še 
pojem togostne matrike raztezka 𝐊𝑙. V matrični obliki [69] se glasi: 
 
Končna oblika togostne matrike zaradi raztezka je enaka: 
 𝐐𝑠 =
𝐸𝐴𝐿
2
∫ 2𝜀𝑥𝑥
𝜕𝜀𝑥𝑥
𝜕𝐞
d𝜉
1
0
= 𝐸𝐴𝐿∫ 𝜀𝑥𝑥𝐛1𝐞d𝜉,
1
0
 (2-13) 
 𝐛1(𝜉) =
1
𝐿2
𝑺𝜉
T(𝜉)𝑺𝜉 (𝜉). (2-14) 
 𝜀𝑥𝑥 ≈ 𝜀?̅?𝑥 =
𝑑 − 𝐿
𝐿
. (2-15) 
 𝑑 = √(𝑒7 − 𝑒1)2+(𝑒8 − 𝑒2)2 + (𝑒9 − 𝑒3)2. (2-16) 
 𝐐𝑠 = 𝐸𝐴𝐿𝜀?̅?𝑥∫ 𝐛1d𝜉𝐞
1
0
= 𝐊𝑙𝐞. (2-17) 
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Bistveno je, da se predpostavka majhne vzdolžne deformacije izrazi v konstantni 
togostni matriki. Ta se zato lahko izračuna kot predpripravljena matrika samo enkrat v 
predprocesorskem času. V matriki nastopa še identitetna matrika 𝐈 velikosti 3x3. 
 
2.5.2 Posplošene elastične sile ukrivljenosti: model T1 
 
Za elastične posplošene sile ukrivljenosti, podane v enačbi (2-10), se ponovno uporabi 
predpostavko majhne vzdolžne deformacije elementa. V tem primeru se drugi odvod 
krivulje poenostavi z odvajanja po krivulji s na odvajanje po parametru x. Merilo 
ukrivljenosti 𝜅 je torej kar enako drugemu odvodu po vzdolžni koordinati elementa: 
 
 
kjer je upoštevajoč relacijo (2-12) matrika 𝐛3 definirana kot produkt matrik drugih 
odvodov oblikovne matrike po parametru 𝜉:  
 
Matrika 𝐛3 je simetrična. Upoštevajoč simetrijo velja, da je odvod kvadrata merila 
ukrivljenosti po vektorju posplošenih koordinat 𝐞 enak: 
 
 
Z vstavitvijo (2-21) v skrajno desni del enačbe (2-10) in vpeljavo togostne matrike 
elastičnih sil zaradi ukrivljenosti 𝐊𝑡  velja: 
  𝑲𝑙 = 𝐸𝐴𝜀?̅?𝑥
[
 
 
 
 
 
 
 
6
5𝐿
𝐈
1
10
𝐈 −
6
5𝐿
𝐈 −
1
10
𝐈
2𝐿
15
𝐈 −
1
10
𝐈 −
𝐿
30
𝐈
6
5𝐿
𝐈 −
1
10
𝐈
𝑠𝑦𝑚
2𝐿
15
𝐈 ]
 
 
 
 
 
 
 
. (2-18) 
 𝜅 = |
𝜕2𝒓
𝜕𝑥2
| = (𝐫𝑥𝑥
T 𝐫𝑥𝑥)
1
2 = (𝐞T𝐛3𝐞)
1
2, (2-19) 
 𝐛3 =
1
𝐿4
𝑺𝜉𝜉
T 𝑺𝜉𝜉 . (2-20) 
 
𝜕𝜅2
𝜕𝐞
=
𝜕
𝜕𝐞
(𝐞T𝐛3𝐞) = 𝟐𝐞
T𝐛3
T. (2-21) 
 𝐐𝑏 = 𝐸𝐼𝐿∫ 𝐛3d𝜉𝐞 =  𝐊𝑡
1
0
𝐞. (2-22) 
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Integral (2-22) je analitično rešljiv. Končna togostna matrika zaradi ukrivljenosti 
elementa je naslednja:  
 
 
Vztrajnostni moment preseka 𝐼 naj bo kar enak vztrajnostnemu momentu dolge tanke 
palice premera 𝐷𝑐: 
 
Ko je potrebno vplesti v študij partikularne probleme, kjer vztrajnostni moment 
preseka igra osrednjo vlogo, velja usmeritev na Dodatek D.  
Ponovno je togostna matrika konstantna in se lahko predpripravi. To bistveno pospeši 
izvajanje numeričnih simulacij. Da se zagotovi izpolnitev predpostavke majhnih deformacij, 
je treba uporabiti primerno število elementov, kar terja nekaj izkušenj pri predpripravi 
izvajanja simulacij.  
 
  𝐊𝑡 = 𝐸𝐼
[
 
 
 
 
 
 
 
12
𝐿3
𝐈
6
𝐿2
𝐈 −
12
𝐿3
𝐈
6
𝐿2
𝐈
4
𝐿
𝐈 −
6
𝐿2
𝐈
2
𝐿
𝐈
12
𝐿3
𝐈 −
6
𝐿2
𝐈
𝑠𝑦𝑚
4
𝐿
𝐈 ]
 
 
 
 
 
 
 
. (2-23) 
 𝐼 =
𝜋𝐷𝑐
4
64
. (2-24) 
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2.6 POSPLOŠENE SILE GRAVITACIJE IN ŽLEDNE OBTEŽBE 
 
Posplošene sile gravitacije zaradi lastne mase vodnika 𝑚𝑐 in zaradi mase žledne 
obtežbe 𝑚𝑖𝑐𝑒 na vodniku so izpeljane na podlagi izreka o navidezni energiji. Za obe masi 
velja, da sta znani in izraženi z maso na enoto dolžine (1-1). Velja pripomniti, da je lastna 
masa vodnika konstantna, medtem ko se lahko v splošnem masa žledne obtežbe krajevno in 
časovno spreminja, 𝑚𝑖𝑐𝑒 = 𝑚𝑖𝑐𝑒(𝜉, 𝑡). Zaradi enostavnosti se privzame enakomerna 
porazdelitev mase po celotni dolžini obravnavanega elementa, obdrži se časovno odvisnost, 
ki opisuje potek nabiranja ali odpadanja žledne obtežbe. V splošnem sila 𝐅, delujoča na 
poljubno točko elementa, povzroči navidezno delo 𝛿𝑊 preko navideznega pomika 𝛿𝒓 [66]: 
 
Celotno navidezno delo zaradi delovanja gravitacije je integral enačbe (2-25) po 
celotnem volumnu 𝑉 elementa s specifično gostoto 𝜌. Integral je v splošnem tipa 𝐐 =
∫ 𝐒T𝜌𝑔𝑑𝑉
𝑉
. V najenostavnejši obliki zavzemata  vodnik in dodatna obtežba obliko valja, s 
konstantnim presekom vzdolž elementa. Za vodnik velja 𝑑𝑉 = 𝐴𝐿𝑑𝜉 in 𝜌𝐴 = 𝑚𝑐. S tem 
izrazom se volumski integral prevede na naslednji linijski integral: 
 
V enačbi (2-26) poleg oblikovne matrike, dolžine elementa vodnika nastopa še vektor 
vzdolžne porazdelitve teže 𝐟. Ta po definiciji koordinatnega sistema deluje v nasprotni 
smeri Z osi. V enačbi je 𝑔 gravitacijska konstanta enaka 9.81 N/m2. Vektor porazdelitev 
mas  določata identični enačbi: 
 
Z vstavitvijo (2-27) v (2-26) sta integrala enostavna in analitično rešljiva. Rezultata 
sta naslednja; za gravitacijsko silo:  
 
ter za žledno obtežbo: 
 
 δ𝑊 = 𝐅Tδ𝒓 = 𝐅T𝐒δ𝐞 = 𝐐T δ𝐞. (2-25) 
 𝐐 = ∫ 𝐒T𝐟𝐿d𝜉
1
0
. (2-26) 
 
 𝐟𝑔 = [0 0 −𝑚𝑐𝑔]
T
 𝐟𝑖𝑐𝑒 = [0 0 −𝑚𝑖𝑐𝑒𝑔]
T 
}. (2-27) 
  𝐐𝑔 = −𝑚𝑔𝑔 [0 0
𝐿
2
0 0
𝐿2
12
0 0
𝐿
2
0 0 −
𝐿2
12
]
T
 (2-28) 
  𝐐𝑖𝑐𝑒 = −𝑚𝑖𝑐𝑒𝑔 [0 0
𝐿
2
0 0
𝐿2
12
0 0
𝐿
2
0 0 −
𝐿2
12
]
T
. (2-29) 
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Na podoben način kot je predstavljeno zgoraj, se po potrebi, lahko izračuna vektor 
posplošene sile žledne obtežbe za neenakomerno porazdelitev žledne obtežbe po elementu, s 
primernim izračunom volumskega integrala. Če je funkcija, ki opisuje obliko žledne obtežbe 
enostavna, se to izvede analitično, oziroma v nasprotnem primeru numerično.  
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2.7 POSPLOŠENE AERO-DINAMIČNE SILE 
 
Ko poljuben element s končnimi dimenzijami miruje ali se giblje v obkrožujoči ga 
atmosferi (mirujoči ali gibajoči), na ta element delujejo sile dinamičnega upora in 
dinamičnega vzgona, kot ilustrira Slika 2-4. Splošno se poimenujejo aero-dinamične sile, 
kot atmosfero pa se v daljnovodni tehniki razume navaden zračni prostor z ali brez 
delovanja vetra. V splošnem so aero-dinamične sile sorazmerno odvisne od kvadrata 
relativne hitrosti gibanja elementa in atmosfere ter projekcije površine elementa. V primeru 
žledne obtežbe površina elementa hitro doseže večkratnik premera golega vodnika, kot 
prikazuje Slika 2-5. 
 
Veter U
F -upora
F -vzgona
 
Slika 2-4: Element vodnika v gibajoči se atmosferi. 
 
 
Slika 2-5: Primer žledne obtežbe za ilustracijo velikosti premera obloge.  
 
Aero-dinamične sile so zahtevne za obravnavo in predstavljajo deloma samostojno 
vejo v daljnovodni tehniki. Ta obravnava predvsem partikularne probleme, vezane na 
določitev dušilcev vibracij vodnikov v povezavi z lastnim dušenjem vodnikov [12], [65] ali 
obravnavo fenomena vzbuditve in preprečitve galopiranja daljnovodnih vodnikov [15], [63]. 
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V nadaljevanju je na podlagi uporabe klasičnega modela aero-dinamičnih sil, izpeljan nov 
model posplošenih aero-dinamičnih sil, prirejen uporabi v metodi AVK.  
 
2.7.1 Dinamični upor in dinamični vzgon 
 
Vetrna obtežba, ki se izraža kot s prostim časom viden odklon vodnikov v prostoru, je 
dinamična sila upora in/ali vzgona. Za določitev velikosti dinamične sile na element (upora 
in vzgona), izražen z generalizirano aero-dinamično silo, se privzame cilindričen element v 
poljubni legi 3D prostora, kot prikazuje Slika 2-6. V obravnavo se začasno vpelje dodatni 
lokalni koordinatni sistem elementa. Lokalni koordinatni sistem poimenovan tnb je pritrjen 
na obravnavan element, tako da je tangencialni smerni vektor t orientiran vzdolž elementa. 
Globalni koordinatni XYZ je in ostaja koordinatni sistem AVK metode. Med seboj sta 
koordinatna sistema povezana preko transformacijske matrike, izražene z Eulerjevimi koti. 
Ti bodo predstavljeni nadaljevanju.  
 
Y
Z
X
U 
a 
element
t
n
b F 
Q 
 
Slika 2-6: Element vodnika v globalnem in lokalnem koordinatnem sistemu ter smer delovanja zunanjega 
vetra. 
Vektor sile dinamičnih sil upora, ki ga čuti element zaradi delovanja vetra, naj bo 
izražen z Morisonovimi enačbami [10] z vektorjem:  
 
s posameznimi komponentami: 
 𝐟𝑑 = [𝑓𝑑𝑡 𝑓𝑑𝑛 𝑓𝑑𝑏]
T, (2-30) 
 
𝑓𝑑𝑡 = −
1
2
𝜌𝐶𝑑𝑡(𝐷𝑐 + 2𝐷𝑎)𝑣𝑟𝑡|𝑣𝑟𝑡|
𝑓𝑑𝑛 = −
1
2
𝜌𝐶𝑑𝑛(𝐷𝑐 + 2𝐷𝑎)(𝑣𝑟𝑛
2 + 𝑣𝑟𝑏
2 )
1
2𝑣𝑟𝑛
𝑓𝑑𝑏 = −
1
2
𝜌𝐶𝑑𝑏(𝐷𝑐 + 2𝐷𝑎)(𝑣𝑟𝑛
2 + 𝑣𝑟𝑏
2 )
1
2𝑣𝑟𝑏}
 
 
 
 
. (2-31) 
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Posamezne komponente dinamičnega upora, izražene na dolžinsko enoto, so 
proporcionalne kvadratu relativnih hitrosti, premeru vodnika 𝐷𝑐 skupaj z debelino žledne 
obtežbe 𝐷𝑎 (če le ta eksistira), specifični gostoti zraka 𝜌 in brezdimenzijskimi 
aerodinamičnimi koeficienti 𝐶𝑑𝑡, 𝐶𝑑𝑛, 𝐶𝑑𝑏, ki so stvar arbitrarne izbire. Vektor relativnih 
hitrosti 𝐯𝑟𝑖 je razlika med lastno hitrostjo gibanja elementa in hitrostjo gibanja zunanjega 
medija - zraka. Vektor, izražen s komponentami lokalnega koordinatnega sistema, je:  
 
Vodniki daljnovodov so praviloma blizu tal, zato tangencialni robni pogoj vektorja 
smeri vetra (glede na tla) narekuje gibanje v tej smeri. Predpostavi se torej, da se veter giblje 
vzporedno s tlemi in ta predpostavka je za inženirsko prakso skoraj vedno izpolnjena. Po 
potrebi se za specialne primere, na primer potek vodnikov nad globokimi dolinami ali  
predeli terena, kjer se razpolaga z relevantnimi podatki, vektor smeri delovanja vetra 
nadgradi še s komponento v Z smeri. 
Naj torej deluje veter s hitrostjo 𝑈 vzporedno z globalno XY ravnino in pod kotom 𝛼 
na YZ ravnino, kot prikazuje Slika 2-6. Vektor hitrosti vetra je v globalnem XYZ 
koordinatnem sistemu izražen kot:  
 
z naslednjimi komponentami: 
 
Na tem mestu velja opomba, da je hitrost vetra 𝑈 lahko konstantna 𝑈 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡 ali 
časovno odvisna spremenljivka 𝑈 = 𝑈(𝑡), odvisno od obravnavanega problema.  
Vektor relativne hitrosti (2-32) je izražen v lokalnem koordinatnem sistemu. Odvisen 
je od opazovane točke na elementu in se z ukrivljenostjo elementa lokalno spreminja. Prva 
rešitev, ki se ponudi, je uvedba primerne medsebojne matematične transformacije, kot na 
primer [40] z opredelitvijo ustreznih smernih vektorjev in integracijo enačbe posplošene sile 
za vsak časovni trenutek. To doprinese k večjemu podaljšanju potrebnega časa za izvajanje 
numeričnih simulacij. Zato je smiseln razmislek o možni poenostavitvi modela ob še 
sprejemljivi natančnosti. 
Na tej točki se vpelje ključno aproksimacijo v izpeljavo posplošenih aero-dinamičnih 
sil, ki se na koncu manifestira v enostavnem in za potrebe analize odziva daljnovodov tudi 
zadosti natančen računski model. Pri daljnovodnih je razmerje povesa vodnika napram 
dolžini razpetine majhno, kar pomeni, da so vodniki le rahlo ukrivljeni. Upoštevajoč še 
 𝐯𝑟𝑖 = [𝑣𝑟𝑡 𝑣𝑟𝑛 𝑣𝑟𝑏 ]
T. (2-32) 
 𝐔 = [𝑈𝑋 𝑈𝑌 0 ]T (2-33) 
 
𝑈𝑋 = −𝑈 sin 𝛼
𝑈𝑌 = 𝑈 cos 𝛼
𝑈𝑍 = 0
}. (2-34) 
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dodatno dejstvo, da je s segmentacijo vodnika znotraj razpetine le ta razdeljen na več krajših 
elementov, se vsak posamezen element po svoji obliki še bolj približa obliki ravnega 
elementa. Torej se lahko predpostavi, da je vsak element raven element. Kot sledi v 
nadaljevanju, ta aproksimacija izloči potrebo po numerični integraciji posplošene vetrovne 
sile vzdolž elementa v vsakem časovnem koraku simulacije.  
Upoštevajoč formulacijo AVK, vektor vozliščnih koordinat 𝐞 (2-2) sestavljajo 
pozicije in nakloni elementa v obeh vozliščih elementa. V levem vozlišču ravnega elementa 
s koordinatami pozicije 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 so nakloni elementa definirani z vozliščnimi koordinatami 
𝑒4, 𝑒5, 𝑒6. Ti nakloni so pri ravnem elementu enaki tudi v desnem vozlišču. Ob predpostavki, 
da se vse točke na elementu gibljejo z enako hitrostjo, so le te enake kar vozliščnim 
hitrostim ?̇?1, ?̇?2, ?̇?3, ki so izražene v globalnem XYZ koordinatnem sistemu. Vektor 
relativnih hitrosti gibanja elementa napram hitrosti vetra v globalnem koordinatnemu 
sistemu naj bo:  
 
z naslednjimi komponentami: 
 
Relativni hitrosti (2-32) in (2-36) sta podani v dveh različnih koordinatnih sistemih. 
Koordinatna sistema medseboj povezuje transformacijska matrika 𝐂𝑬𝒘, izražena z 
Eulerjevimi koti. Vektor relativne hitrost elementa v lokalnem koordinatnem sistemu, 
izražen z vektorjem relativne hitrosti v globalnem koordinatnem sistemu, se glasi:  
 
Ker so Eulerjevi koti odvisni od zaporedja vrtenja okoli osi, privzeto sekvenco vrtenja 
𝑍, 𝑋/𝜃, 𝜙, in 𝜓 = 0, da transformacijsko matriko, ki povezuje relativne hitrosti gibanja 
elementa globalnega in lokalnega koordinatnega sistema (XYZ/tnb): 
 
 
Ker so elementi ravni, iz definicije naklonov posplošenih koordinat ter upoštevajoč 
razmere, ki jih prikazuje Slika 2-6 , veljajo naslednje enačbe: 
 𝐔𝒓 = [𝑣𝑟𝑥 𝑣𝑟𝑦 𝑣𝑟𝑧 ]
T, (2-35) 
 
𝑣𝑟𝑥 = 𝑈𝑋 − ?̇?1
𝑣𝑟𝑦 = 𝑈𝑌 − ?̇?2
𝑣𝑟𝑧 = −?̇?3
}. (2-36) 
 𝐯𝑟 = 𝐂𝑬𝒘
T 𝐔𝑟. (2-37) 
 𝐂𝑬𝒘 = [
−sin 𝜃 cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 sin 𝜃 − sin𝜙 cos 𝜃 cos𝜙
cos 𝜃 sin 𝜃 0
]. (2-38) 
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Upoštevajoč enačbe (2-39) in trigonometrično enakost cos𝜙 = (1 − 𝑒6
2)
1
2, se 
transformacijsko matriko (2-38) izrazi le s komponentami vozliščnih koordinat: 
 
Ker so za posamezen integracijski trenutek vozliščne koordinate znane, se enostavno 
izračuna transformacijsko matriko (2-40), zatem relativne hitrosti (2-37) in končno vektor 
dinamične sile (2-31), ki je izražen v lokalnem koordinatnem sistemu. Potrebna je še 
transformacija (2-37) v globalni koordinatni sistem. V ta namen se definira še vektor 𝐟𝑑𝑤 z 
naslednjimi komponentami dinamičnega upora na dolžinsko enoto, izraženimi v globalnem 
koordinatnem sistemu: 
 
Posplošene sile se podobno kot v primeru gravitacijskih sil izračunajo preko enačbe za 
navidezno delo (2-25). Ponovno sledi izračun naslednjega linijski integrala: 
 
Integral je rešljiv numerično oziroma ob predpostavki točkovnega delovanja sile 
analitično. Za praktične aplikacije zadošča predpostavka, da sila prijemlje skoncentrirana v 
sredini elementa, pri vrednosti parametra 𝜉 = 0.5. Vektor posplošene aero-dinamične sile 
 𝐐𝑤  je v tem primeru enak: 
 
Enačbe so enostavne in praktične za implementacijo v model AVK. 
 
𝑒4~
∆𝑟𝑥
𝑙
= sin 𝜃 cos𝜙
𝑒5~
∆𝑟𝑦
𝑙
= cos 𝜃 cos𝜙
𝑒6~
∆𝑟𝑧
𝑙
= sin𝜙 }
 
 
 
 
. (2-39) 
 𝐂𝑬𝒘 =
[
 
 
 
 
 
−𝑒4 𝑒5 𝑒6
𝑒4𝑒6
√(1 − 𝑒6
2)
−
𝑒5𝑒6
√(1 − 𝑒6
2)
√(1 − 𝑒6
2)
𝑒5
√(1 − 𝑒6
2)
𝑒4
√(1 − 𝑒6
2)
0
]
 
 
 
 
 
. (2-40) 
 𝐟𝑑𝑤 = [𝑓𝑑𝑤𝑥 𝑓𝑑𝑤𝑦 𝑓𝑑𝑤𝑧 ]
T = 𝐂𝑬𝒘𝐟𝑑. (2-41) 
  𝐐w = ∫ 𝐒
T 𝐟𝑑𝑤𝐿d𝜉.
1
0
 (2-42) 
  𝐐𝑤 =
𝐿 [
𝑓𝑑𝑤𝑥
2
𝑓𝑑𝑤𝑦
2
𝑓𝑑𝑤𝑧
2
−
𝑓𝑑𝑤𝑥𝐿
8
−
𝑓𝑑𝑤𝑦𝐿
8
−
𝑓𝑑𝑤𝑧𝐿
8
𝑓𝑑𝑤𝑥
2
𝑓𝑑𝑤𝑦
2
𝑓𝑑𝑤𝑧
2
−
𝑓𝑑𝑤𝑥𝐿
8
−
𝑓𝑑𝑤𝑦𝐿
8
−
𝑓𝑑𝑤𝑧𝐿
8
]
T
.
 (2-43) 
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2.7.2 Aerodinamični koeficienti 
 
Koeficienti upora in vzgona so podani za osnovne oblike elementov v preglednicah 
[38], priročnikih za načrtovanje [77] ali podobno. Koeficienti so v splošnem odvisni od 
brezdimenzijskega Reynoldsovega števila (Re), kot prikazuje Slika 2-7. Pri vrednostih Re 
manjših od 102 vrednosti naraščajo proti 200, na širokem območju med 102 in 105 se 
vrednosti gibljejo okoli 1,2. Za modeliranje je potrebno oceniti, znotraj katerega območja se 
pričakuje velikost Re. 
 
 
 
Slika 2-7: Primer koeficienta upora za valj (1) in kroglo (2) kot funkcija Reynoldsovega števila [96] 
 
V daljnovodni tehniki so tipične vrednosti premerov vodnikov med 1 cm do 5 cm. Na 
podlagi praktičnih opazovanj in izkušenj s terenskih ogledov je moč zaključiti, da žledne 
obtežbe oprijete na vodnik z zunanjim skupnim premerom obloge med 10 cm do 30 cm, v 
kratkih zimskih obdobjih niso neobičajne. Reynoldsovo število se oceni za območje vetrov 
𝑣 med 3 m/s do 30 m/s, ki predstavljajo karakteristični okvir običajnih hitrosti vetra. Naj bo 
dinamična viskoznost zraka 𝜂 = 0.018 10−3 N/m2 in gostota zraka 𝜌 = 0.0012 kg dm−3. 
Vrednosti za Reynoldsovo število, ki je 𝑅𝑒 = 𝑑𝜌𝑣/𝜂, so za tipičen primer vrvi premera 22 
mm in žledne obtežbe premera 220 mm, podaja Tabela 2-1. 
Metoda absolutnih vozliščnih koordinat 35 
 
 
Tabela 2-1: Primer določitve vrednosti Reynoldsovega števila. 
 Reynoldsovo število 
Hitrost vetra za premer vrvi 
22 mm 
za skupni premer vrvi 
z žledom 220mm 
3 m/s 4.4 103 44 103 
30 m/s 44 103 440 103 
 
Reynoldsovo število, izračunano za tipičen primer, se giblje med 4.4 103 in 440 103. 
Na omenjenem območju je velikost koeficienta razmeroma konstantna. Zato se lahko z 
gotovostjo za potrebe numeričnega modeliranja uporabi kar podatek iz priročnikov, za dolg 
valj se privzame vrednost 1.2. 
Analize kažejo, da sta normalna koeficienta 𝐶𝑑𝑛, 𝐶𝑑𝑏, nekajkrat (~10 kratnik) večja od 
tangencialnega koeficienta 𝐶𝑑𝑡 [70]. Zaradi poenostavitve se ne obravnava vrtinčnega 
gibanja zraka za vodniki (turbulentnega gibanja). Podoben pristop je zaslediti v [56].  
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2.8 POSPLOŠENE SILE DUŠENJA VRVI 
 
Z upoštevanjem dušenja vrvi postane sistem nekonservativen. Notranje in strukturno 
dušenje pri vodnikih je v splošnem: (1) kombinacija histereznega dušenja v materialu 
znotraj posameznih žic vodnika in (2) dušenja zaradi medsebojnega trenja med žicami 
zaradi relativnega drsenja med posameznimi žicami. Kot je prikazal že Yu [87], v vodnikih 
(sestavljenih iz več žic), ki so pod mehansko napetostjo, trenje med žicami postane 
dominantno, histerezno dušenje samega materiala pa nepomembno. Razmere ilustrira Slika 
2-8.  
F 
F 
trenje
premiki žic
Ukrivljenost 
funkcija (t,x)
 
Slika 2-8: Medsebojno trenje med žicami vodnika kot vir dušenja. 
 
V literaturi je zaslediti tudi zahtevnejše modele [54], [74], ki presegajo potrebe te 
naloge oziroma tudi bolj aplikativni pristop [6]. V [56] je podan pregled dušenja, s katerim 
različni avtorji vstopajo v numerične simulacije. Dušenje je izraženo z razmernikom dušenja 
𝜁, ki je izražen v odstotkih kritične vrednosti dušenja  𝜁 = 𝑐 𝑐𝑘⁄ . Razpon razmernika 
dušenja, ki se pojavlja v literaturi, je od 2% do 20%, vendar se izkazuje, da so nižje 
vrednosti kritičnega dušenja ustreznejše. Lastna poenostavljena meritev dušenja vodnika, 
izvedena s strani avtorja naloge, potrjuje vrednost okoli 2% kritične kot ustrezno vrednost 
(med 1-2% se gibljejo rezultati). Več o načinu izvedbe meritve podaja Dodatek E. 
V modelu AVK opredelimo dušenje elementa kot proporcionalno, kjer je posplošena 
sila dušenja proporcionalna matriki dušenja in hitrosti vektorja vozliščnih koordinat:   
 
Proporcionalna matrika dušenja 𝐃 je opredeljena kot linearna kombinacija masne in 
togostne matrike [14] z Rayleighovima proporcionalnima konstantama, masno konstanto 𝛼𝑟 
in togostno konstanto 𝛽𝑟: 
 𝐐𝑑𝑎𝑚 = 𝐃𝐞.̇  (2-44) 
   𝐃 = 𝛼𝑟𝐌+ 𝛽𝑟(𝐊𝑡 +𝐊𝑑). (2-45) 
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Iz teorije mehanskih nihanj [14] velja, da sta ob poznavanju dveh specifičnih konstant 
dušenja ob dveh znanih karakterističnih frekvencah, Rayleighovi konstanti rešitev sistema 
naslednjih dveh enačb: 
 
V nalogi ni dan poseben poudarek na izračunavanju lastnih frekvenc dinamičnih 
odzivov. Je pa včasih smiselno vnaprej oceniti, kakšen bo časovni razred periode 
računanega odziva. Za rešitev Rayleighovih konstant je potrebno oceniti lastne frekvence 
nihanja mehanskega sistema [2]. Pristopov je več. Za majhne deformacije elementov je 
razvit pristop [78], na podlagi analogije izračuna lastnih frekvenc s klasično metodo končnih 
elementov. Izvedene numerične analize v okviru izdelave numeričnih simulacij pri izračunu 
konstant, temelječ na proceduri [78], dajejo rezultate odziva s podcenjenim vplivom dušenja 
vodnika.  
Primernejša je določitev vrednosti lastnih frekvenc vodnika z uporabo enačb, 
prikazanih v [28]. Enačbe so izpeljane na podlagi linearizirane teorije nihanja vodnika za 
eno razpetino. Teoretični del lastne frekvence loči v dve kategoriji in sicer, (1) simetrične 
lastne frekvence, ki generirajo dodatno mehansko napetost v vodniku, ter (2) antisimetrične 
lastne frekvence, za katere je značilno, da ne tvorijo dodatne mehanske napetosti v vodniku. 
Predstavljene so s krivuljo odmika vzdolž vodnika določene frekvence, katere integral 
vzdolž vodnika je enak nič pri antisimetričnih frekvencah in različen od nič pri simetričnih 
frekvencah.  
Enačba za izračun simetričnih lastnih frekvenc je naslednja transcendenčna enačba 
[28]: 
 
kjer je normalizirana lastna frekvenca enaka 𝝎 = 𝜔𝐿𝑠 (
𝐻
𝑚𝑐
)
1/2
⁄ . Enačba ima več 
rešitev, ki so posamezne simetrične lastne frekvence. Simetrične lastne frekvence so odvisne 
le od Irvinovega neodvisnega parametra 𝜆2. Ko je parameter 𝜆2 večji od 4𝜋2, bo prva 
frekvenca simetrične komponente večja od antisimetrične komponente. Neodvisni 
parameter vključuje v enotno enačbo snovne podatke vodnika in geometrije razpetine:  
 
𝛼𝑟 =
2𝜔1𝜔2(𝜁1 𝜔2 − 𝜁2 𝜔1)
𝜔2
2 − 𝜔1
2
𝛽𝑟 =
2(𝜁2 𝜔2 − 𝜁1 𝜔1)
𝜔2
2 − 𝜔1
2 }
 
 
 
 
. (2-46) 
 tan
𝝎
2
=
𝝎
2
−
4
𝜆2
(
𝝎
2
)
3
, (2-47) 
 𝜆2 = (
𝑚𝑐𝑔𝐿𝑠
𝐻
)
2
𝐿𝑠 (
𝐻𝐿𝑒
𝐸𝐴
)⁄ . (2-48) 
Posplošene sile dušenja vrvi 38 
 
 
Potrebna sta še poves 𝑑𝑓 in ekvivalentna dolžina vodnika 𝐿𝑒, ki nastopata v gornji 
enačbi: 
 
V praksi se izkazuje, da je velikost Irvinovega parametra za daljnovodne vrvi z ali 
brez obtežb v območju 75 do 300, kar nakazuje, da je daljnovodni sistem fleksibilen sistem, 
kjer gre pričakovati periode gibanja nekaj sekund [20], [30].  
Za antisimetrične naravne frekvence, kjer gre 𝑛 = 1,2, . . , 𝑁, velja: 
 
Za določitev dušenja se uporabi togostna matrika 𝐊𝑡  modela T1. Preostane še 
določitev togostne matrike 𝐊𝑑, ki opisuje delež prispevka k dušenju zaradi vzdolžnega 
raztezka elementa. Izhajajoč iz enačbe za togostno matriko:  
za določitev vpliva lastnega dušenja na gibanje vodnika zadošča, da se raztezek 𝜀𝑥𝑥 
aproksimira. Raztezek je v splošnem funkcija neodvisne koordinate 𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥(𝜉) in ga je 
praviloma potrebno pri vsaki računski iteraciji numerično izračunati. Zato se aproksimira z 
arbitrarno izbrano vrednostjo raztezka v točki na ¼ dolžine elementa. Lokacija izbrane 
neodvisne koordinate zagotavlja vseskozi prisoten raztezek, ki je med skrajnimi vrednostmi 
raztezka v sredini in vozliščih elementa. Naj bo raztezek enak: 
 
Z vstavitvijo (2-52) v (2-51), izpostavitvijo raztezka, ki je sedaj konstanta izven 
integrala ter poračunanjem preostanka integrala, dobimo naslednji približek za togostno 
matriko vzdolžnega dušenja: 
 
𝑑𝑓 =
𝑚𝑐𝑔𝐿
2
8𝐻
𝐿𝑒 = 𝐿 (1 + 8(
𝑑𝑓
𝐿
)
2
)
}
 
 
 
 
. (2-49) 
 𝜔𝑛 =
2𝑛𝜋
𝐿
(
𝐻
𝑚𝑐
)
1/2
. (2-50) 
 𝐊𝑙 = 𝐸𝐴𝐿∫ 𝜀𝑥𝑥𝐛1d𝜉
1
0
 (2-51) 
 𝜀𝑥𝑥 (
1
4
) =
1
2
(𝐞T𝐛1𝐞 − 1). (2-52) 
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 𝑲𝑑 = 𝐸𝐴
(𝐞T𝐛1𝐞 − 1)
2
[
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5𝐿
𝐈
1
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𝐈 −
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𝐈 −
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𝐈
2𝐿
15
𝐈 −
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𝐈
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𝑠𝑦𝑚
2𝐿
15
𝐈 ]
 
 
 
 
 
 
 
. (2-53) 
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2.9 MASNA MATRIKA ELEMENTA 
 
Ostane še določitev masne matrike elementa za potrebe določitve inercialnih sil. 
Masna matrika posameznega elementa 𝐌 je v AVK formalno definirana z enačbo: 
 
 
Enačba izhaja iz enačbe za kinetično energijo 𝑇𝑘 =
𝟏
𝟐
?̇?T𝐌?̇?. V enačbi je 𝜌 specifična 
gostota materiala in 𝑉 volumen obravnavanega elementa. Upoštevajoč predpostavko, da je 
obravnavani element izoparametričen in upoštevaje princip ohranitve mase v 
nedeformiranem in deformiranem telesu, ki ga opisuje enačba 𝜌0d𝑥 = 𝜌d𝑠, pri konstantnem 
preseku A, se volumenski integral ponovno prevede v linijskega. Ker imamo opravka s 
tankimi linijskimi elementi, ki imajo lastno maso podano na enoto dolžine 𝑚𝑐, (ali pa se 
mase ustrezno preračunajo), velja:  
 
Z vstavitvijo (2-55) v (2-54) dobimo (2-8) za masno matriko naslednji integral: 
 
Integral je analitično rešljiv, kar je značilnost metode AVK. Masna matrika elementa 
se glasi:  
 
Matrika je konstantna, dimenzij 12x12 in se ponovno lahko izračuna v 
predpripravljalnem postopku numerične simulacije. Na tem mestu velja opozoriti, da masna 
matrika 𝐌 (2-57) velja za en posamezen element. Ker imamo opraviti s sestavljenim 
 𝐌 = ∫ 𝜌𝐒T𝐒d𝑉.
𝑉
 (2-54) 
 𝜌d𝑉 = 𝜌𝐴𝐿d𝜉 = 𝑚𝑐𝐿d𝜉. (2-55) 
 𝐌 = 𝑚𝑐𝐿∫ 𝐒
T𝐒d𝜉
1
0
. (2-56) 
 𝐌 = 𝑚𝑐
[
 
 
 
 
 
 
 
 
13𝐿
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𝐈
11𝐿2
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9𝐿
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𝐈 −
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𝐈
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𝐈
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. (2-57) 
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sistemom več teles, izraženim z večjim številom  končnih elementov, se tvori skupno masno 
matriko 𝐌∗ sistema. Ta je diagonalna matrika masnih matrik posameznih elementov: 
 
 
Velikost 𝐌∗ je (𝑛 𝑥 12)𝑥(𝑛 𝑥 12), ničelna matrika 𝟎 ima velikost (12 𝑥 12). 
Podobno velja za posplošene sile 𝐐, izpeljane v predhodnih poglavjih. Razlika je le v tem, 
da so posplošene sile vektorji dimenzij 12x1 in velja vektorska sestava v sistem posplošene 
skupne sile velikosti (𝑛 𝑥 12)𝑥1 na naslednji način: 
 
 
 
 𝐌∗ = [
 𝐌1 𝟎 𝟎 𝟎
 𝐌2 𝟎 𝟎
… 𝟎
𝑠𝑦𝑚  𝐌𝑛
] (2-58) 
 𝐐∗ = [ 𝐐T1  𝐐T2 …  𝐐T𝑛]T. (2-59) 
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2.10 KINEMATIČNE OMEJITVE V AVK 
 
2.10.1 Enostavne omejitve 
 
Pred reševanjem sistema gibalnih enačb je potrebno določiti medsebojni odnos med 
posameznimi končnimi elementi v prostoru. Z določitvijo kinematičnih omejitev se sestavi 
posamezne elemente v model sestavljene strukture, ki je predmet analize. Kinematične 
enačbe so izjemno pomembne pri obravnavi, saj poleg omenjene določitve medsebojnega 
odnosa med posameznimi elementi opredelijo tudi končno število prostostnih stopenj, 
izraženih v številu neodvisnih in odvisnih koordinat.  Kinematične omejitve vstopijo v 
gibalne enačbe posredno preko matrike Jakobijevevih odvodov kinematičnih enačb po 
absolutnih vozliščnih koordinatah.  
V najsplošnejši obliki kinematične omejitve zapišemo s sistemom 𝑘 nelinenarnih 
algebrajskih omejitvenih enačb: 
 
Enačb je toliko, kolikor je v sistemu omejitev. V splošnem so enačbe omejitev 
funkcija vozliščnih koordinat in časa. Izkaže se, da pri opisu daljnovodnih struktur, kjer so 
vrvi zvezne, razni izolatorski sistemi med seboj večinoma zglobno vpeti, postanejo 
kinematične omejitve neodvisne od časa, velja torej 𝐂(𝐞) = 𝟎. Tovrstna enačba pove, da s 
časom ne prihaja do zdrsov vodnikov iz sponk, neelastičnih raztezkov ali podobnih pojavov 
na obravnavani strukturi.  
Za ilustracijo zapisa kinematičnih omejitev za opredelitev medsebojne zveze naj služi 
primer dveh elementov vodnika, vodnik 1 in vodnik 2, kar prikazuje Slika 2-9. Prikazana sta 
dva fizikalno različna načina opredelitve omejitev, poimenovana omejitev M1 in omejitev 
M2. 
 
podporni
M1
nosilni
2-element 
vodnika
1- element 
vodnika
podporni
M2
nosilni
2-element 
vodnika
1-element 
vodnika
p
p
 
Slika 2-9: Skica modeliranja vodnika (M1 kontinuiran vodnik in M2 prekinjen vodnik). 
 
 𝐂(𝐞, 𝑡) = 𝟎. (2-60) 
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V točki p, v kateri se med seboj stikata elementa vodnika, v primeru M1 
predpostavimo togo zvezo in hkrati zvezen (tangencialen) potek med vodnikoma v stični 
točki. V tem primeru se zapiše šest enačb omejitev med elementoma 1 in 2. Te so naslednje:  
 
Nastopajo tri enačbe, ki povezujejo prostorske pozicije 𝐫𝑝
1, zaključka elementa 1 in 𝐫𝑝
2 
začetka elementa 2, ter še tri enačbe naklonov, to je odvodov koordinat po parametru 𝑥, ki 
opisujejo zveznost prehoda med posameznima elementoma 
𝜕𝐫𝑝
1
𝜕𝑥
 in 
𝜕𝐫𝑝
2
𝜕𝑥
. Tovrstna omejitev se 
s časom ne spreminja. 
 V primeru M2, ki ga prikazuje Slika 2-9, se modelira stik v točki p kar kot enostavno 
zglobno zvezo, v kateri potek med elementoma ni nujno zvezen. V tem primeru zadostujejo 
za opis omejitev samo tri enačbe. Velja: 
 
 
Na podoben način se zapiše vse enačbe omejitev, ki nastopajo v sistemu. To so zveze 
med elementi vodnika znotraj razpetine, med elementi sestavov izolacije, vpetišča sestavov 
izolatorjev na stebre, vpetje vodnika v končne stebre in interakcijo steber-tla.  
Dve značilnosti izhajata iz enačb omejitev. Prva značilnost je vezana na medsebojno 
odvisnost koordinat. Enačbe omejitev namreč definirajo število odvisnih in neodvisnih 
absolutnih vozliščnih koordinat. Iz (2-62) je razvidno, da ob predpostavki, da so koordinate 
prvega elementa neodvisne, potem so koordinate drugega elementa odvisne. Velja seveda 
tudi obratno. Odločitev, katera koordinata bo izbrana kot neodvisna, je arbitrarna odločitev. 
Predstavljeno dejstvo je smiselno izkoristiti in že v teku predpriprave numerične analize 
vozliščne koordinate razdeliti z indeksacijo na neodvisne in odvisne koordinate. Na voljo je 
tudi razmeroma preprost matematični algoritem [82], ki računsko izvede omenjeno delitev 
koordinat. Delitev se namreč s pridom uporabi pri reševanju sistema gibalnih enačb. 
V zapisu sistema gibalnih enačb nastopa Jacobijeva matrika omejitvenih enačb: 
 
Iz odvajanja enačb omejitev 𝐂∗ po vozliščnih koordinatah 𝐞∗ izhaja, da Jacobijevovo 
matriko odvodov sestavljajo le ničle in enice (ko obravnavamo enostavne omejitve). Torej 
je matrika konstantna in je zato lahko določena v predpripravljanem času, kar pomeni velik 
 
𝐂(𝐞1, 𝐞2) = [
𝐫𝑝
1 − 𝐫𝑝
2
𝜕𝐫𝑝
1
𝜕𝑥
−
𝜕𝐫𝑝
2
𝜕𝑥
] = [
𝐒(𝜉𝑝
𝑎 = 1)𝐞1 − 𝐒(𝜉𝑝
𝑏 = 0)𝐞2
𝜕𝐒(𝜉𝑝
𝑎 = 1)
𝜕𝜉
d𝜉
d𝑥
𝐞1 −
𝜕𝐒(𝜉𝑝
𝑏 = 0)
𝜕𝜉
d𝜉
d𝑥
𝐞2
]
= 𝟎. 
(2-61) 
 𝐂(𝐞1, 𝐞2) = [𝐫𝑝
1 − 𝐫𝑝
2] = [𝐒(𝜉𝑝
𝑎 = 1)𝐞1 − 𝐒(𝜉𝑝
𝑏 = 0)𝐞2 ] = 𝟎. (2-62) 
 𝐂𝐞
∗ =
𝜕𝐂∗
𝜕𝐞∗
. (2-63) 
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prihranek časa pri izvajanju numerične simulacije. Na primer Jakobijeva matrika za 
omejitvene enačbe (2-61) se glasi: 
 
v kateri je 𝟎 ničelna matrika velikosti 3x3 in 𝑰 identitetna matrika velikosti 3x3. 
Obstoji še druga značilnost, ki izhaja iz enačb omejitev. Če se omejitve s časom ne 
spreminjajo, torej so časovno neodvisne, je 𝐂𝑡 =
𝜕𝐂
𝜕𝑡
= 𝟎. Odtod sledi, da je tudi drugi odvod 
po času 𝐂𝑡𝑡 = 𝟎 in mešani odvod 𝐂𝐞𝑡 = 𝟎. Ker je 𝐂𝐞
∗ konstantna matrika, dodatni odvod po 
koordinatah, da −(𝐂𝐞?̇?)𝐞?̇? = 𝟎. Rezultat je, da je za primer prikazanih enostavnih 
kinematičnih omejitev vektor 𝐐𝑑, ki nastopa v gibalni enačbi kar enak:  
 
V primeru, da se želi modelirati stanja, kjer se dopušča zdrse vodnika, gibanje spojnih 
točk po vnaprej določenih trajektorijah in so potemtakem časovno spremenljive omejitve, je 
potreben zapis enačb omejitev, ki so nekaj kompleksnejše in kjer je posledično 𝐐𝑑 ≠ 𝟎.  
 
 
2.10.2 Kinematične omejitve vrvi v kolutih 
 
2.10.2.1 Opis problema 
 
Izjema, ki nastopa v daljnovodni tehniki, ki zahteva kompleksnejšo obravnavo 
kinematičnih omejitev, je montaža vodnikov. Zaradi pomembnosti in nenazadnje prikaza, 
kako se lotiti kinematičnih omejitev v takšnem primeru, je namenjeno poglavje v 
nadaljevanju.  
Pri montaži vodnikov le ti na nosilnih stebrih niso fiksno (zglobno) vpeti, temveč 
ležijo v kolutih, Slika 2-10. Ker vrvi ležijo v gibljivih kolutih, se na hribovitih terenih 
pojavijo večji vzdolžni odkloni izolatorskih sestavov. Za inženirsko prakso je izredno 
pomemben podatek, kakšno korekcijo odklonov izolatorskih verig je potrebno izvesti tekom 
montaže, da bo po končanem fiksnem-zglobnem vpetju vodnikov v izolatorske sestave 
doseženo želeno stanje daljnovoda.  
Običajno se končna montaža vrši v vremensko mirnem obdobju, časi montaže so 
dolgi, kar narekuje, da zadostuje v tem primeru statičen pristop.  
 
 𝑪𝒆𝒄 = [
𝟎 𝟎 𝑰 𝟎 −𝑰 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝑰 𝟎 −𝑰 𝟎 𝟎
], (2-64) 
 𝐐𝑑 = 𝟎. (2-65) 
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Slika 2-10: Daljnovod med montažo vodnikov, opremljen z montažnimi koluti. 
Ponovno se obravnava napenjalno polje daljnovoda, predstavljeno na Slika 2-11, ki se 
ga razstavi na elemente AVK. Želeno stanje, poimenovano ničelno stanje, ki se ga želi 
doseči z montažo vodnikov, je predstavljeno z neprekinjeno črno črto. Ničelno stanje ima 
drugačno obliko napram montažnemu stanju, ko vodnik leži v montažnih kolutih in ga 
prikazuje vijolična prekinjena črta. Glede na pomik nosilca koluta za kot 𝛽𝑖, se dolžina 
razpetin 𝑎𝑖 in višinska razlika med ℎ𝑖 spremeni za pomike ∆𝑎𝑖 in ∆ℎ. Komponente 
vodoravnih sil sosednjih razpetinah levo in desno od obesišča vodnika so različne, ko 
vodniki ležijo na kolutih. V fiksiranem ničelnem stanju se vertikalnost izolatorskih sestavov 
doseže le v primeru, ko so vodoravne sile v vodnikih enake znotraj vseh razpetin.  
 
 
 Slika 2-11: Daljnovodni profil v ničelnem stanju (črna neprekinjena črta) in montažnem stanju (črtkana 
vijolična črta). 
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Razlog za razlike v vodoravnih silah je posebej izrazit v hribovitih predelih (Slovenija 
je tu tipičen primer), kjer so prisotne velike višinske razlike med obesišči izolatorskih 
sestavov na stebrih, ali velike razlike v dolžini med sosednjimi razpetinami. Večje so 
spremembe v konfiguraciji terena, večji so odmiki izolatorskih sestavov, opremljenih s 
koluti, od želenega ničelnega stanja. Sile so na spodnjem delu naklona manjše in naraščajo v 
zgornjem delu. S povesi je ravno obratno, z drugimi besedami sestavi se bodo vedno 
odklonili v smeri naraščanja naklona vzpetine.  
Da zagotovimo ničelno stanje, se izvede montažni pomik točke stika vodnika v kolutu 
na premaknjeno navidezno točko fiksnega obesišča (polna pika), vzdolž vodnika. Imenujmo 
ga pomik vi,. Če poznamo ničelno stanje in montažno stanje v statičnih razmerah, je pomik 
izračunljiv, kot razlika med obema stanjema. Ker pa se vodnik v kolutu giblje, zapis enačb 
omejitev, ki vstopijo v statične enačbe (in seveda tudi dinamične), ni več tako enostaven kot 
za primer enostavnih zglobnih stikov. 
 
2.10.2.2 Montažni sistem in posplošene sile 
 
Običajno se montažni sistem razume kot sestav nosilca montažnega koluta in 
montažnega koluta. Kot prikazuje Slika 2-12, se v praksi uporablja različne montažne 
sisteme. Običajno so vezane na izbran izolatorski sestav, ni pa vedno nujno tako. V AVK se 
montažni sistem razstavi v posamezne končne elemente. Velja, da se brez izgube 
natančnosti vpliv uklona stebrov, ki nosijo montažni sistem, lahko zanemari.  
Koluti se s popolnoma zadovoljivo natančnostjo obravnavajo kot kolut brez trenja 
[47]. Če je potrebno se trenje ob povečanih stroških računanja lahko vključi skozi 
zahtevnejše modele, na primer [13] in [17]. 
 
 
Slika 2-12: Skica poteka vodnika preko koluta na različnih izolatorskih sistemih ( a. I sestav, b. V sestav, c. 
BPA sestav). 
 
a.
s
b. c.
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Predstavljeni sta dve stopnji modeliranja montažnega sistema in izpeljane pripadajoče 
kinematične enačbe omejitev. V prvi stopnji, (1) je montažni sistem modeliran kot drsni stik 
(ang. slide joint) [75] in v drugi stopnji (2) je montažni sistem modeliran kot kolutni stik 
(ang. sheave joint) [69], kot prikazuje Slika 2-13. Različni stopnji modeliranja stika vodnika 
s kolutom se razlikujeta v stroških izvajanja numeričnih izračunov. 
Nekaj komentarjev k drsnemu stiku in kolutnemu stiku. Gibanje vodnika na površini 
koluta se lahko interpretira kot drsenje vodnika skozi prosto vrteči se obroč, obešen na 
nosilec (ang. Suspender), kot prikazuje Slika 2-13. Pozicija točke stika elementa vodnika z 
obročem je definirana z vpeljavo parametra s. Ukrivljenost vodnika v točki P je vključena v 
model. Obroč je brez dimenzij z maso, enako masi koluta ms. Nosilec ima znano maso na 
dolžinsko enoto in lastno dolžino.  
Kolutni stik se interpretira z vpeljavo novih, najmanj dveh parametrov. Stik med 
vodnikom in kolutom se opredeli z vpeljavo vodnikovega parametra s in zasukom kolutnega 
kota, izraženega s parametrom 𝜑. Kolut ima maso ms in polmer rs. V praksi je nosilec 
običajno kar izolatorski sestav, zato se privzame, da je dolžina nosilca enaka dolžini 
izolatorskega sestava, podaljšana za polmer koluta.  
 
s
a.
s
b.
P
P
ec (vodnik)
es (nosilec) es (nosilec)
ec (vodnik)
(kolut)
r
 
Slika 2-13: Drsni stik (a.) in kolutni stik (b.). 
Posplošene sile nosilca  𝐐s
𝑖 , se izračuna na identičen način, kot je podano v 
predhodnih poglavjih. Za kolut privzamemo, da so notranje elastične sile enake nič in 
eksistira samo gravitacijska sila. Posplošene sile gravitacije  𝐐gs
𝑖  delujejo skoncentrirane v 
masnem središču (centru) koluta.  
V splošnem zapisu enačbe omejitev, ki preko Jacobijeve matrike vstopijo v sistem 
gibalnih enačb, ostanejo nespremenjene napram (2-63). Vpelje se le izbrano število dodatnih 
parametrov, ki opisujejo površino stikov elementov [69]. Za kolutni stik naprimer vektor 
𝐬 = [𝑠, 𝜑]. Formalno je nova enačba omejitev: 
 
Montažni problemi so zanimivi predvsem v kvazistatičnih stanjih brez upoštevanja 
delovanja vetra, zato se izpeljava enačb omejitev nadaljuje v 2D prostoru. Velja pripomniti, 
da so razvite enačbe splošne in uporabne tudi v 3D.   
 𝐂(𝐞, 𝐬, 𝑡) = 𝟎. (2-66) 
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2.10.2.3 Enačbe omejitev za drsni stik 
 
Pri drsnem stiku se lokacija točke P na elementu vodnika definira z dodatnim 
parametrom s. Parameter s, definiran v lokalnem koordinatnem sistemu elementa, se vpelje 
kot ne-posplošena koordinata, ker nanjo v točki P niso vezane inercialne ali druge zunanje 
sile. Kot prikazuje Slika 2-12(a), posplošene koordinate 𝐞c elementa vodnika in posplošene 
koordinate nosilca na spodnjem delu 𝐞s zavzamejo isto pozicijo. V točki P velja  enačba 
omejitev 𝐂s za drsni stik:  
 
2.10.2.4 Enačbe omejitev za kolutni stik 
 
Za kolutni stik je kolut modeliran kot fizični element z lastnimi dimenzijami in lastno 
maso, kot prikazuje Slika 2-14. Poleg globalnega koordinatnega sistema YZ je vpeljan še 
lokalni koordinatni sistem koluta YsZs. Točka P na stični točki elementa vodnika in točki 
koluta, mora tokrat zadostiti dvema pogojema, opisana z omejitvenimi enačbami 𝐂sh 
kolutnega stika. Pogoja omejitev sta: 
 
Prva enačba opredeljuje razdaljo med točko na vzdolžni osi vodnika in površino 
koluta v točki P. Z enačbo se vključi v obravnavo premer vodnika 𝐷𝑐. Vektor razdalje 𝐫𝑝
D se 
lahko opredeli kot: 
 
  v katerem je vpeljan 𝜀𝑑 kot arbitrarna, majhna veličina. Druga enačba (2-68) opisuje 
zahtevo, da sta normala na vodnik in normala na kolut vzporedna vektorja. Vektor 𝐧p
s  je 
normala na površino koluta v točki P in 𝐭p
c  je vektor tangente na element vodnika v tej točki. 
Ti dve površini morata biti v točki P pravokotni, kar zagotavlja 𝐧p
sT𝐭p
c = 0 v globalnem 
koordinatnem sistemu.  
Upoštevajoč simbole, ki jih podaja Slika 2-14 , je tangentni vektor elementa vodnika v 
točki P definiran: 
   𝐂s(𝐞
c, 𝐞s, 𝐬) = 𝐒(y = 𝑠, 𝑧 = 0)𝐞p
c − 𝐒(𝑦 = 0, 𝑧 = 0)𝐞p
s = 𝟎. (2-67) 
 𝐂sh(𝐞
c, 𝐞s, 𝐬) = {
𝐫p
D = 𝐫p
c − 𝐫p
s
𝐧p
sT𝐭p
c = 0 .
 (2-68) 
 𝐫𝑝
D = (
𝐷𝑐
2
+ 𝜀𝑑)
𝐧p
s
|𝐧p
s |
, (2-69) 
 𝐭p
cT =
1
𝐿
 𝐒′ξ𝐞, (2-70) 
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 kjer je matrika  𝐒′ξ  prvi odvod oblikovne matrike S glede na parameter ξ. Površinski 
parameter koluta je dan s kotom  , izražen v lokalnem koordinatnem sistemu Ys, Zs, kot 
prikazuje naslednja Slika 2-14.  
 
Slika 2-14: Kolutni stik vodnika in koluta. 
 
Povezava elementa vodnika v globalnem koordinatnem sistemu s kolutom, 
opredeljenim v lokalnem koordinatnem sistemu, se arbitrarno izvede s fiksiranjem 
koordinatnega sistema koluta na orientacijo nosilca koluta, ki je opredeljena s kotom 𝜃, 
merjeno napram navpični Z smeri globalnega koordinatnega sistema. S tem je opredeljena 
transformacijska matrika, ki povezuje med seboj koordinatna sistema 𝐀𝑠 =
[
cos 𝜃 −sin𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃
]. Z opredelitvijo globalnega vektorja centra koluta 𝐑𝒔, je globalni vektor 
pozicije 𝐫p
s točke stika P na površini koluta, izražen s površinskim parametrom koluta 𝜑, v 
globalnih koordinatah opredeljen kot: 
 
Prvi odvod enačbe  (2-71) po parametru 𝜑 da tangencialni vektor 𝐭p
s . Z uporabo 2 × 2 
izvendiagonalne (skew) matrike identitete ?̃? je normalni vektor dan z:  
 
Število točk stikov vodnika in koluta se izbere poljubno. Zaradi enostavnosti je 
smiselno izbrati eno točko (P), večanje števila stičnih točk povečuje število omejitvenih 
enačb, vse pa vpliva na podaljševanje potrebnega časa za izvajanje numeričnih izračunov. 
Zaradi tega je v (2-69) vstavljen slepi parameter 𝜀𝑑 v enačbo za  𝐫𝑝
D, da se vnese toleranca 
Y
Z
YsZ
s
Q
Rs
rs

P
ns
tc
dc
e
rc
rs
 𝐫p
s = 𝐑𝒔 + 𝐀𝑠 [
−𝑟s sin𝜑
𝑟s cos𝜑
]. (2-71) 
 𝐧p
sT = 𝐀?̃?𝐭p
s . (2-72) 
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pri izpolnjevanju enačbe pogojev stika, ob predpisani razdalji osi vodnika od površine 
koluta. Seveda v enačbo omejitev vstopijo tudi enačbe nosilca koluta. Spodnji del nosilca je 
vezan na center koluta 𝐑𝒔, zgornji del nosilca na obesišče stebra. Zanj veljajo enačbe tipa 
(2-62).  
 
2.10.2.5 Reševanje in izračun montažnih pomikov 
 
Upoštevajoč princip navideznega dela in predpostavljajoč statične razmere, se gibalne 
enačbe (2-7) reducirajo na sistem enačb, razširjen za posplošene sile, ki deluje na nosilec in 
kolut:  
 
Za reševanje se s pridom uporabi predhodno določene odvisne in neodvisne 
koordinate in sledi reševanju enačb, naprimer s postopkom, ki ga podaja Dodatek B. Po 
končanem izračunu koordinat in parametrov se izračuna še iskane montažne pomike. Za i-ti 
kolut je montažni pomik 𝑣𝑠
𝑖 merjen vzdolž vodnika od točke stika P na kolutu do iskane 
točke vpetišča na vodniku, označena s polno piko, ki jo prikazuje Slika 2-11. Z zamikom 
vpetišča izolatorskega sestava v izračunano točko bodo dosežene zahtevane vertikalnosti 
izolatorskih sestavov. Z integracijo loka vzdolž vodnika, (2-1) po parametru ξ, je iskani 
pomik enak:  
 
V enačbi je ξ0 parameter v ničelnem stanju, torej želeno stanje po montaži, kjer se 
vodnik zglobno vpne. Parameter  𝜉1 predstavlja vrednost, ko element vodnika leži na kolutu. 
Matrika 𝐒ξ
𝑖  vsebuje prve odvode oblikovne matrike po parametru 𝜉. Če je potrebno, se za 
celovitejši prikaz rezultatov izračuna še kot odklona 𝛽𝑖 od ničelnega vertikalnega stanja. Z 
zanemaritvijo morebitne ukrivljenosti izolatorja se uporabi kar posplošene koordinate 
nosilca koluta, ki opisujejo spodnje vpetišče. Velja enačba 𝛽𝑖 = atan−1(e5
𝑖 − e1
𝑖 e6
𝑖 − e2
𝑖⁄ ). 
V enačbi so pari e1
𝑖 , e2
𝑖  in e5
𝑖 , e6
𝑖  kar izračunane koordinate obeh koncev i-ega nosilca 
kolutov. 
Izkaže se, da že z uporabo drsnega stika dobimo primerljive rezultate z drugimi 
metodami. Več o primerjavi metod podaja [92]. Za inženirsko prakso modeliranje z drsnim 
stikom zadošča.
 (𝐐𝑒
T +𝐐𝑔
T + 𝐐𝑠ℎ
T +𝐐𝑠
T − 𝐂𝑒𝜆)δ𝐞 = 0. (2-73) 
 𝑣𝑠
𝑖 = ∫ √𝐞iT 𝐒ξ′
iT 𝐒ξ′
𝑖 𝐞𝒊d𝜉
ξ0
ξ1
. (2-74) 
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3. RAZŠIRITEV NAČINA REŠEVANJA POSPLOŠENE 
ELASTIČNE SILE NA MODEL L5/T5 
 
Eden od prispevkov naloge je razvoj matematičnega postopka, ki poveča praktično 
uporabnost metode AVK med izvajanjem numeričnih simulacij. Predstavljen matematični 
postopek, upoštevajoč poljuben raztezek in/ali ukrivljenost, predstavi integralske enačbe 
posplošenih elastičnih sil (2-10), izražene s predpripravljenimi izrazi in predpripravljenimi 
matrikami. Za opis posplošenih eleastičnih sil raztezka je vpeljan model L5 in za 
ukrivljenost model T5. Prednost uporabe matematično analitično izpeljanih enačb pred 
golim računanjem simboličnih enačb se izrazi v velikih razlikah v časih, potrebnih za 
izvajanja numeričnih simulacij. V tem delu se naloga razlikuje od drugih avtorjev, ki 
praviloma izvajajo kar numerično reševanje simbolične enačbe (2-10). Na primer študij 
problemov znotraj AVK formulacije [73], študij nepravokotnih prerezov AVK elementov 
[52], modeliranje deformacij z AVK metodo [72] ali diskretizacijo sistema [17]. O 
pomembnosti zniževanja zahtevnosti izvajanja numeričnih simulacij, poročajo tudi drugi 
avtorji, ki proti temu problemu pristopajo različno. Na primer z uporabo AVK modela 
nosilca višjega reda [53], znižanega reda [45], [95], uporabo usmerjenega grafa ali 
stohastične aproksimacije [50], [11] ter znotraj študij železniškega voznega voda, stika 
pantograf-verižnica vodnika [80]. 
V splošnem za predstavljen model imenovan L5/T5 ni omejitev glede velikosti 
raztezka in ukrivljenosti. Z uporabo predpripravljenih izrazov in matrik, skupaj z Gaussovo 
kvadraturno integracijo, model izkazuje skrajšanje potrebnega časa izvajanja za numerične 
simulacije in s tem dviga inženirske vrednosti metode AVK. 
 
3.1.1 Posplošene elastične sile raztezka: model L5 
 
V nadaljevanju sledi analitična izpeljava enačbe za elastične sile 𝐐𝑠 zaradi raztezka, 
podanega z enačbo (2-10), ki vodi do predpripravljenih matrik. Model je poimenovan L5, 
izhajajoč iz nadgradnje označevanja modelov, podanih v [8]. Z vstavitvijo (2-12) v (2-11) je 
aksialni raztezek enak:  
 
kjer je zaradi preglednosti ponovno zapisna matrika 𝐛1 v že podani obliki: 
 
 𝜀𝑥𝑥 =
1
2
(𝐞T𝐛1𝐞 − 1), (3-1) 
 𝐛1(𝜉) =
1
𝐿2
𝑺𝜉
T(𝜉)𝑺𝜉 (𝜉). (3-2) 
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Upoštevajoč, da je 𝐛1 simetrična matrika, velja naslednja enakost odvoda po 
posplošeni koordinati : 
 
Odvod raztezka 𝜀𝑥𝑥 , glede na posplošene vozliščne koordinate 𝐞, se izrazi z 
naslednjima relacijama [42]: 
 
V končni obliki je integral posplošene elastične sile 𝐐𝑠  zaradi raztezka enak:  
 
Ponovno velja opozoriti, da je matrika 𝐛1 lahko predpripravljena. Integral se 
numerično reši z Gaussovo kvadraturno integracijo, Dodatek A. 
 
3.1.2 Posplošene elastične sile ukrivljenosti: model T5 
 
Posplošene elastične sile zaradi ukrivljenosti elementa 𝐐𝑏  opisuje skrajno desni del 
enačbe (2-10). Rešiti je potrebno naslednji tip integrala:  
 
Stopnja ukrivljenosti 𝜅 elementa, ki jo opisuje enačba (2-11), se za potrebe nadaljnje 
matematične izpeljave piše kot [25]: 
 
v kateri sta  števec 𝑓 in imenovalec 𝑔 enaka:  
 
 
𝜕
𝜕𝐞
(𝐞T𝐛1𝐞) = 2𝐞
T𝐛1.
T  (3-3) 
 
𝜕𝜀𝑥𝑥
𝜕𝐞
= (𝐛1𝐞)
T
𝜕𝜀𝑥𝑥
2
𝜕𝐞
= 2(
𝜕𝜀𝑥𝑥
𝜕𝐞
) 𝜀𝑥𝑥 = 𝐞
T𝐛1
T(𝐞T𝐛1𝐞 − 1)
}
 
 
 
 
. (3-4) 
 𝐐𝑠 =
𝐸𝐴𝐿
2
∫ 𝐞T𝐛1
T(𝐞T𝐛1𝐞 − 1)d𝜉.
1
0
 (3-5) 
 ∫
𝜕
𝜕𝐞
𝜅2d𝜉 =
1
0
∫ 2𝜅
𝜕𝜅
𝜕𝐞
d𝜉.
1
0
 (3-6) 
 𝜅 =
𝑓
𝑔
 , (3-7) 
 
𝑓 = |𝐫𝑥 ×𝐫𝑥𝑥|
𝑔 = |𝐫𝑥 |
3 }. (3-8) 
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Za rešitev desnega dela integrala (3-6) je potrebno izvesti odvajanje faktorja 
ukrivljenosti 𝜅 po vektorju posplošenih vozliščnih koordinat. Odvod opisuje naslednja 
relacija:  
 
kjer je potrebno v nadaljevanju posamezne izraze za 𝑓, 𝑔, 
𝜕𝑓
𝜕𝐞
, in 
𝜕𝑔
𝜕𝐞
 izračunati. V [25] 
so izrazi v (3-9) izračunani le v pol razviti matrični obliki. V naši nalogi so posamezni izrazi 
eden za drugim matematično izpeljani,  s ciljem uporabe predpripravljenih matrik v največji 
možni meri.  
 
V enačbi imenovalca 𝑔 (3-8) izraz za absolutno vrednost zamenjuje naslednja 
vektorska identiteta:  
 
Z vstavitvijo enačbe (2-12) v enačbo (3-10) in po krajši preureditvi enačb sledi: 
 
Odvod imenovalca po vektorju absolutnih vozliščnih koordinat, upoštevajoč relacijo 
(3-3), vodi do naslednjih relacij enačb: 
 
Izpeljavo nadaljujemo s števcem 𝑓 iz (3-8). Vpeljimo definicije (3-13) za: 
komponente vektorja 𝐫𝑥 , zvezo med vektorskim produktom in poševno simetrično matriko 
ter definicijo poševno simetrične matrike ?̃?𝑥, ki so naslednje: 
 
 
Upoštevajoč (3-13) ter z nadomestitvijo izraza absolutne vrednosti (3-8) z matričnim 
zapisom, je števec 𝑓 izražen z naslednjo matrično enačbo: 
 
𝜕𝜅
𝜕𝐞
=
𝜕
𝜕𝐞
(
𝑓
𝑔
) =
1
(𝑔)2
[
𝜕𝑓
𝜕𝐞
𝑔 − 𝑓
𝜕𝑔
𝜕𝐞
], (3-9) 
 𝑔 = |𝐫𝑥 |
3
= (𝐫𝑥
T𝐫𝑥 )
3
2. (3-10) 
 𝑔 = (𝐞T𝐛1𝐞)
3
2. (3-11) 
 
𝜕𝑔
𝜕𝐞
=
𝜕
𝜕𝐞
(𝐞T𝐛1𝐞)
3
2 =
3
2
(𝐞T𝐛1𝐞)
1
2
𝜕
𝜕𝐞
(𝐞T𝐛1𝐞) = 3(𝐞
T𝐛1𝐞)
1
2𝐞T𝐛1.
T  (3-12) 
 
𝐫𝑥 = [𝑟𝑥1 𝑟𝑥2 𝑟𝑥3]
T
= 𝐒𝜉𝐞 𝐿⁄
𝐫𝑥 ×𝐫𝑥𝑥 = ?̃?𝑥𝐫𝑥𝑥
?̃?𝑥 = [
0 −𝑟𝑥3 𝑟𝑥2
𝑟𝑥3 0 −𝑟𝑥1
−𝑟𝑥2 𝑟𝑥1 0
]
}
  
 
  
 
. (3-13) 
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Poševno simetrično matriko ?̃?𝑥 se razširi v naslednjo obliko:  
 
 
V enačbi (3-15) je 𝟎 ničelni vektor dimenzij 1x12 in vektor 𝐒𝜉𝑖 pripadajoča vrstica 
vektorja i=1,2,3 odvoda oblikovne matrike glede na parameter 𝜉. Vektor 𝐒𝜉𝑖 ima prav tako 
dimenzije 1x12. Naslednja matrična enakost drži: 
 
V (3-16) je matrika 𝐞𝑏  z dimenzijami 3x36 definirana kot: 
 
in matrika  𝐛𝟐  dimenzij 36x36 je naslednja: 
 
Z vstavitvijo  (3-13) in (3-16) v (3-14) ter preureditvi enačbe je števec 𝑓 enak: 
 
Potreben je še odvod števca 𝑓 (3-19) po vektorju posplošenih vozliščnih koordinat 𝐞. 
Odvod je v prvem koraku izpeljave enak: 
 
 𝑓 = |𝐫𝑥 ×𝐫𝑥𝑥| = [(?̃?𝑥𝐫𝑥𝑥)
T
(?̃?𝑥𝐫𝑥𝑥)]
1
2
= [𝐫𝑥𝑥
T ?̃?𝑥
T?̃?𝑥𝐫𝑥𝑥]
1
2. (3-14) 
 
?̃?𝑥 = [
0 −𝑟𝑥3 𝑟𝑥2
𝑟𝑥3 0 −𝑟𝑥1
−𝑟𝑥2 𝑟𝑥1 0
]
= [
𝟎 −𝐒𝜉3 𝐿⁄ 𝐒𝜉2 𝐿⁄
𝐒𝜉3 𝐿⁄ 𝟎 −𝐒𝜉1 𝐿⁄
−𝐒𝜉2 𝐿⁄ 𝐒𝜉1 𝐿⁄ 𝟎
] [
𝐞T 𝟎 𝟎
𝟎 𝐞T 𝟎
𝟎 𝟎 𝐞T
]
T
. 
(3-15) 
 ?̃?𝑥
T?̃?𝑥 = 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T. (3-16) 
 𝐞𝑏 = [
𝐞T 𝟎 𝟎
𝟎 𝐞T 𝟎
𝟎 𝟎 𝐞T
] (3-17) 
 
𝐛𝟐 =
= [
𝐒𝜉3
T 𝐒𝜉3 𝐿
2⁄ + 𝐒𝜉2
T 𝐒𝜉2 𝐿
2⁄ −𝐒𝜉2
T 𝐒𝜉1 𝐿
2⁄ −𝐒𝜉3
T 𝐒𝜉1 𝐿
2⁄
−𝐒𝜉1
T 𝐒𝜉2 𝐿
2⁄ 𝐒𝜉3
T 𝐒𝜉3 𝐿
2⁄ + 𝐒𝜉1
T 𝐒𝜉1 𝐿
2⁄ −𝐒𝜉3
T 𝐒𝜉2 𝐿
2⁄
−𝐒𝜉1
T 𝐒𝜉3 𝐿
2⁄ −𝐒𝜉2
T 𝐒𝜉3 𝐿
2⁄ 𝐒𝜉2
T 𝐒𝜉2 𝐿
2⁄ + 𝐒𝜉1
T 𝐒𝜉1 𝐿
2⁄
]. 
(3-
18) 
 𝑓 = [𝐞T𝐒𝜉𝜉
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T 𝐒𝜉𝜉𝐞 𝐿
4⁄ ]
1
2. (3-19) 
 
𝜕𝑓
𝜕𝐞
=
1
2
(𝐞T𝐒𝜉𝜉
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T 𝐒𝜉𝜉𝐞 𝐿
4⁄ )
−
1
2
𝜕
𝜕𝐞
(𝐞T𝐒𝜉𝜉
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T 𝐒𝜉𝜉𝐞 𝐿
4⁄ ). (3-20) 
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Z ločitvijo najbolj skrajnega desnega dela enačbe (3-20), ki se nahaja pod odvodom 
𝜕
𝜕𝐞
 
in vpeljavo matematičnega pripomočka v obliki zapisa matrik 𝐚, 𝐛, 𝐜, 𝐤 v obliki: 
 
kjer so: 
 
Nad enačbo (3-21) se uporabi pravilo parcialnega odvajanja večkratnega produkta 
matrik, ki je:  
 
Ker se odvajanje po vozliščnih koordinatah 𝐞 izvaja na matrikah 𝐚, 𝐛, 𝐜, 𝐤, so 
posamezni rezultati odvodov matrični tenzorji. V tem primeru je matematično zapisano 
najpreglednejša oblika zapisa odvodov po posameznih vozliščnih koordinatah vektorja 
izražen s posameznimi vozliščnimi koordinatami. En element ima 12 vozliščnih koordinat, 
kar zahteva izračun 12-tih odvodov. Odvodi so označeni z indeksom i, kar da naslednji 
vektor: 
 
Enačba (3-23) torej vsebuje odvode 𝐚, 𝐛, 𝐜, 𝐤 , ki so: 
 
Opozoriti velja, da zapis oblike 𝐒𝜉𝜉:,𝑖 predstavlja vektor i-tega stolpca iz matrike 
drugega odvoda oblikovne matrike 𝐒𝜉𝜉 . Odvodi 
𝜕𝐞𝑏
T
𝜕𝑒𝑖
 so matrični tenzorji, ki vsebujejo le 
ničle (0) in enice (1). Za njih velja, da se določijo samo enkrat v koraku predpriprave 
matrik. Enako velja za matriko 𝐛𝟐 . 
Upoštevajoč (3-24) in po vstavitvi (3-25) v (3-23) sledi: 
 
1
𝐿4
𝜕
𝜕𝐞
(𝐞T𝐒𝜉𝜉
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T𝐒𝜉𝜉𝐞) =
1
𝐿4
𝜕
𝜕𝐞
(𝐚𝐛𝐜𝐤), (3-21) 
 
𝐚 = 𝐞T𝐒𝜉𝜉
T , 𝐛 = 𝐞𝑏 𝐛𝟐
𝐜 = 𝐞𝑏
T 𝐤 = 𝐒𝜉𝜉𝐞
}. (3-22) 
 
𝜕
𝜕𝐞
(𝐚𝐛𝐜𝐤) =
𝜕𝐚
𝜕𝐞
𝐛𝐜𝐤 + 𝐚
𝜕𝐛
𝜕𝐞
𝐜𝐤 + 𝐚𝐛
𝜕𝐜
𝜕𝐞
𝐤 + 𝐚𝐛𝐜
𝜕𝐤
𝜕𝐞
. (3-23) 
 
𝜕
𝜕𝐞
= [
𝜕
𝜕𝑒1
…
𝜕
𝜕𝑒𝑖
…
𝜕
𝜕𝑒12
]
T
. (3-24) 
 
𝜕𝐚
𝜕𝑒𝑖
= 𝐒𝜉𝜉:,𝑖
T 𝜕𝐛
𝜕𝑒𝑖
=
𝜕𝐞𝑏
𝜕𝑒𝑖
𝐛𝟐
𝜕𝐜
𝜕𝑒𝑖
=
𝜕𝐞𝑏
T
𝜕𝑒𝑖
𝜕𝐤
𝜕𝑒𝑖
= 𝐒𝜉𝜉:,𝑖
}
 
 
 
 
   𝑖 = 1,2, … 12. (3-25) 
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Po vstavitvi (3-26) v (3-20) so skalarne komponente vektorja odvodov števca 
𝜕𝑓
𝜕𝑒𝑖
 po 
posamezni i-ti absolutni vozliščni koordinati izraženi s predpripravljenimi matrikami:  
 
 
Iz posameznih komponent konstruiramo vektor odvodov: 
 
Končna enačba posplošene sile zaradi ukrivljenosti elementa 𝐐𝑏  je podana z enačbo  
(3-29), v katero se vstavi štiri predhodno izračunane izraze (3-11), (3-12), (3-19), (3-28):  
 
Kot integral (3-5), se tudi integral (3-29) rešuje numerično z Gaussovo kvadraturno 
integracijo. Več besed o potrebnem številu integracijskih točk je dano v naslednjem 
poglavju. 
 
 
 
𝜕
𝜕𝑒𝑖
(𝐚𝐛𝐜𝐤) = 𝐒𝜉𝜉:,𝑖
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T𝐒𝜉𝜉𝐞 + 𝐞
T𝐒𝜉𝜉
T 𝜕𝐞𝑏
𝜕𝑒𝑖
𝐛𝟐 𝐞𝑏
T𝐒𝜉𝜉𝐞
+ 𝐞T𝐒𝜉𝜉
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐
𝜕𝐞𝑏
T
𝜕𝑒𝑖
𝐒𝜉𝜉𝐞 + 𝐞
T𝐒𝜉𝜉
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T𝐒𝜉𝜉:,𝑖 𝑖
= 1,2, … 12. 
(3-26) 
 
𝜕𝑓
𝜕𝑒𝑖
=
1
2𝐿4
(𝐞T𝐒𝜉𝜉
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T 𝐒𝜉𝜉𝐞 𝐿
4⁄ )
−
1
2 (𝐒𝜉𝜉:,𝑖
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T𝐒𝜉𝜉𝐞
+ 𝐞T𝐒𝜉𝜉
T 𝜕𝐞𝑏
𝜕𝑒𝑖
𝐛𝟐 𝐞𝑏
T𝐒𝜉𝜉𝐞 + 𝐞
T𝐒𝜉𝜉
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐
𝜕𝐞𝑏
T
𝜕𝑒𝑖
𝐒𝜉𝜉𝐞
+ 𝐞T𝐒𝜉𝜉
T 𝐞𝑏 𝐛𝟐 𝐞𝑏
T𝐒𝜉𝜉:,𝑖) , 𝑖 = 1,2, … 12. 
(3-27) 
 
𝜕𝑓
𝜕𝐞
= [
𝜕𝑓
𝜕𝑒1
…
𝜕𝑓
𝜕𝑒12
] . (3-28) 
 𝐐𝑏 = 𝐸𝐼𝐿∫
𝑓
𝑔3
[
𝜕𝑓
𝜕𝐞
𝑔 − 𝑓
𝜕𝑔
𝜕𝐞
] d𝜉.
1
0
 (3-29) 
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3.2 VERIFIKACIJA ENAČB IN OCENA UČINKOVITOSTI MODELA L5/T5 
 
Z namenom verifikacije izpeljanih enačb in ocene učinkovitosti modela L5, enačba (3-
5), in T5, enačba (3-29), so numerični rezultati, izračunani z omenjenima modeloma, 
primerjani z rezultati, podanimi v proučeni literaturi. Primerjalne kombinacije posameznih 
modelov podaja Tabela 3-1. Za potrebe primerjave naj bo referenčni model imenovan MN I 
(izhajajoč iz okrajšave Model Name-MN), kot je predstavljen v [8]. Model MN I je 
najenostavnejši model, zato je tudi računsko in časovno najmanj zahteven. Kot je bilo 
predhodno že omenjeno, model MN I temelji na predpostavki majhnih deformacij, ki 
rezultirajo v analitično izračunljiva integrala s konstantnimi togostnima matrikama za model 
L1, ki opisuje raztezek in za model T1, ki opisuje ukrivljenost elementa. Po drugi strani pa 
model zahteva razdelitev obravnavane strukture na dovolj veliko število končnih elementov, 
da bo zahteva po majhnih deformacijah elementov izpolnjena ter da bodo numerični 
rezultati med izvajanjem izračunov tudi konvergirali proti rešitvi. Model imenovan  MN V 
se uporablja brez omejitev in zajema velike deformacije. S tem je potrebno manjše število 
elementov za doseganje konvergence rešitve. Ker se večina avtorjev zanaša na računsko 
moč današnjih računalnikov in prepusti izračun posplošenih elastičnih sil (2-10) čistemu 
numeričnemu reševanju simboličnih enačb, primerjava vsebuje še model imenovan MN S. 
 
Tabela 3-1: Preglednica poimenovanja modelov s pripadajočimi kombinacijami posplošenih elastičnih sil in 
načina reševanja integralov. 
Ime modela 
(MN) 
Vzdolžna 
posplošena sila 
zaradi raztezka 
Vzdolžna 
posplošena sila 
zaradi 
ukrivljenosti 
Način reševanja 
MN I, 
referenca [8] 
Model L1, Ref. 
[8] 
Model T1, Ref. 
[8] 
Analitično rešen integral in uporaba 
predpripravljenih togostnih matrik 
MN V Model L5,  (3-5) Model T5,  (3-
29) 
Analitično reševanje integralov do 
stopnje predpripravljenih matrik in 
uporaba Gaussove kvadrature,  5 točk za 
aksialni raztezek, 3 točke za 
zakrivljenost 
MN V.1 Model L5,  (3-5) Model T5, (3-29) Analitično reševanje integralov do 
stopnje predpripravljenih matrik in 
uporaba Gaussove kvadrature,  5 točk za 
aksialni raztezek, 5 točk za zakrivljenost 
MN S Bernoulli-Euler, 
(2-10) 
Bernoulli-Euler, 
(2-10)  
Numerično reševanje integrala z 
uporabo Gaussove kvadrature, 5 točk za 
aksialni raztezek 5 točk za zakrivljenost  
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Primerjava in vrednotenje posameznih modelov se izvede z obravnavo fizikalnega 
nihala v gravitacijskem polju, kot prikazuje Slika 3-1. Nihalo je povezano z togo strukturo 
preko vrtljivega spoja na njegovi levi strani. Nihalo ima dolžino 1.2 m, krožni presek 
velikosti 0.0018 m2, vztrajnostni moment prereza 1.215 10-8 m4, specifično gostoto 5540 
kg/m3 in modul elastičnosti 0.7 106 Pa. Za začetne pogoje je privzeto, da je nihalo v 
vodoravni legi in v času t = 0 miruje. Matematični model je preveden in reševan v MatLab 
programskem okolju. 
 
  
Slika 3-1: Prosto padajoče nihalo. 
 
3.2.1 Konvergenca modela 
 
 Izhajajoč iz [8], se obravnavata dva primera gibanja nihala, ki predpostavljata dve 
različni vrednosti gravitacijskega pospeška. To sta normalni gravitacijski pospešek 9.81 
m/s2 in povečani gravitacijski pospešek 50 m/s2. Z različnima gravitacijskima pospeškoma 
se modelira in med seboj primerja dva različna razreda velikosti deformacije končnega 
elementa. Programska koda za analizo AVK z implementiranimi modeli MN I, MN V in 
MNS je spisana v MatLab okolju. 
Ob uporabi gravitacijske konstante 9.81 m/s2 prikazuje Slika 3-2 rezultate simulacije 
gibanja nihala v točki B prostega konca nihala. Ker je obravnavano nihalo prožno in so 
pričakovane deformacije velike, je že v izhodišču za model MN I privzeto večje število 
elementov, ki tvorijo nihalo. Potrebno je vsaj 30 elementov, da model konvergira k rešitvi 
skozi celoten simulacijski interval. Zanimivo je, da model MN V konvergira k rešitvi z 
bistveno manjšim številom elementov. Rešitev je dobljena celo s samo 4 elementi. Da se 
ohrani skladnost z referenčnim primerom [8], se privzame, da nihalo sestavlja 12 elementov 
v obravnavani simulaciji. V Gaussovi kvadraturni integraciji enačb (3-5) in (3-29) je 
uporabljenih pet integracijskih točk za raztezek in tri integracijske točke za ukrivljenost, kot 
priporoča [25], [44]. Opaziti je, da preveliko število elementov vpliva na konvergentnost 
metode MN V. V tem primeru, tudi s povečevanjem števila integracijskih točk, model ne 
konvergira k rešitvi skozi celoten simulacijski interval. Rezultat gibanja prostega konca 
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nihala v točki B je za 12 ali 30 elementov modela MN V skorajda identičen, kot prikazuje 
Slika 3-2. To navaja na sklep, da metoda MN V preferira uporabo manjšega števila 
elementov. 
 
 
Slika 3-2: Vertikalna pozicija prostega konca nihala pri g=9.81m/s2, MN I, MN V in MN S. 
Z uporabo večje gravitacijske konstante 50 m/s2, gibanje nihala v točki B prikazuje 
Slika 3-3. V tem primeru pričakovano, zaradi velikih deformacij model MN I zahteva večje, 
najmanj podvojeno število elementov v primerjavi z normalno gravitacijsko konstanto. 
Konvergenca modela MN I je dosežena z uporabo 100 končnih elementov. Opomniti velja, 
da pri navedenem številu elementov (100) in začetnem številu integracijskih točk, to je 5 za 
raztezek in 3 za ukrivljenost, model MN V ni konvergiral znotraj celotnega simulacijskega 
intervala. S povečanjem števila integracijskih točk v integralu ukrivljenosti, enačba  (3-29), 
s 3 točk na 5 točk, je bila konvergenca dosežena. Korigiran model je poimenovan model 
MN V.1. 
Z nižjim številom elementov model MN V še vedno lepo konvergira. Ponovno se 
izkaže, da MN V zahteva manjše število elementov za konvergenco. Ta je dosežena že samo 
s 12-timi končnimi elementi. Rezultate numeričnih simulacij gibanj prostega konca nihala v 
točki B za primer uporabe 12 in 60 končnih elementov prikazuje Slika 3-3. 
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Slika 3-3: Vertikalna pozicija prostega konca nihala pri g=50m/s2, MN I in MN V. 
Razlika med obliko odziva nihala v točki B, izračunana z modeloma MN I in MN V, v 
rezultatih simulacije sicer eksistira, je pa tendenca oblike krivulje pri MN V enaka kot v 
primerljivih rezultatih prikazanih v [8]. Slika 3-3 prikazuje, da z MN V lahko z manjšim 
številom elementov pričakujemo podoben rezultat kot z večjim številom elementov. To je 
pomemben sklep za praktično aplikacijo metode na zelo dolgih vodnikih, kjer vsako 
zmanjšanje števila elementov vpliva na časovni obseg izvajanja simulacij. Krajši ko so 
potrebni časi, bolj uporabna je metoda pri inženirskem delu. V splošnem torej velja, da 
model MN I zahteva večje število elementov, medtem ko se za  MN V izkazuje obratna 
tendenca. 
 
3.2.2 Časovni vidik učinkovitosti modela MN V 
 
Eden izmed ciljev predstavljene naloge je povečati računsko učinkovitost metode z 
znižanjem števila potrebnih numeričnih matematičnih operacij, ki jih mora računalnik 
izvesti. Na koncu se to izrazi v skrajšanju časa izvajanja numerične simulacije za neki 
poljubno izbrani časovni interval, znotraj katerega nas odziv sistema zanima. Zato so v 
podpoglavju ocenjeni in medseboj primerjani časi, potrebni za enak časovni interval pri 
različnih računskih modelih. Tabela 3-1 prikazuje osnovne podatke o razlikah med seboj 
primerjanih modelov MN I, MN V, MN V.1 in MN S. 
Raje kot navajanje golih meritev časov, ki so odvisni od karakteristik računalnika in 
tudi načina vpisa programske kode, ter s tem seveda močno variirajo, so rezultati meritev 
časa izraženi v procentualnih vrednostih glede na izbrano referenčno simulacijo MN I. 
Medsebojne primerjave prikazujeta Tabela 3-2 in Tabela 3-3. Tabeli vsebujeta tudi 
informacijo, ali model pri izbranem številu elementov konvergira ali ne. Tabela 3-2 
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vključuje tudi rezultate modela MN S, ko se neposredno izkorišča surovo računalniško moč 
z neposrednim reševanjem simbolične enačbe.  
 
Tabela 3-2: Odstotkovno izraženi časi simulacij za modele MN V in MN S glede na izbrani referenčni  čas 
modela MN I . 
Nihalo g=9.81 m/s2    
Simulacija (solver ode45) Model  
MN I 
Model  
MN V 
Model  
MN S 
12 elementov nc1 25% 90% 
20 elementov nc1 80% 295% 
30 elementov 100%2  215% 807% 
40 elementov 270% nc3 1449% 
1-nc ; model ne konvergira skozi celotni simulacijski časovni interval  
2- ocenjen čas računanja 40min, na procesorju I2, 2.4GHz 
3-ni konvergence tudi z zvišanjem števila integracijskih točk (7 za raztezek in 7 za krivljenje). 
 
Ko se primerja med seboj časovni vidik izvajanja simulacij, pri enakem številu 
končnih elementov, pričakovano MN I dosega najboljše rezultate. Časovno gledano je 
skoraj dvakrat hitrejši od MN V in skoraj osemkrat hitrejši od MN S. Zadnji rezultat jasno 
prikaže, da prepuščanje 'dela' računalniku, brez prave matematične priprave enačb pred 
vnosom v programsko kodo, v praksi pomeni več porabljenega časa. Na drugi strani je MN 
V superioren, saj dopušča modeliranje struktur z manjšim številom elementov, ob enaki 
natančnosti, primerjalno gledano z  MN I. Prav tako primerjava MN V napram MN S daje 
prednost MN V. Časovni prihranki so na primer 75% z uporabo MN V z 12 elementi, v 
primerjavi z referenčnim  MN I  (Tabela 3-2), ko se uporabi 30 elementov. 
V zelo zahtevnih atmosferah, ki so simulirane z vpeljavo gravitacijske konstante 50 
m/s2, se prej navedene razlike med MN I in MN V samo še bolj izrazijo. Rezultat merjenja 
časa prikazuje Tabela 3-3. Najprej velja opozoriti, da je časovni vidik izvajanja simulacij pri 
gravitacijski konstanti 50 m/s2 bistveno drugačen (za nekaj razredov daljši), kot v primeru 
normalne gravitacijske konstante. Temelječ na rezultatih, ki jih podaja Tabela 3-2, se model 
MN S ne prikazuje v rezultatih, ki jih podaja Tabela 3-3. Tabela 3-3 prikazuje zbrane 
podatke o vplivu števila elementov in izbranega modela MN V in MN V.1 glede na 
referenčni MN I. Primerjalno gledano so prihranki časa med 10% pri normalnem 
gravitacijskem pospešku do 100% pri povečanem gravitacijskem pospešku. Ker v MN V ni 
omejitve glede deformacije, manjše število elementov skupaj s predpripravljenimi 
matrikami znotraj matematični formulacij enačb pomeni velik korak naprej v zmanjšanju 
potrebnega časa za izvajanje simulacij.  
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Tabela 3-3: Procentualno izraženi časi simulacij za modele MN V in MN V.1 glede na izbrani referenčni  čas 
modela MN I . 
Nihalo g=50 m/s2    
Simulacija (solver ode45) MN I MN V MN V.1 
12 elementov nc1 <0.5% 0.5% 
40 elementov nc 1% 8% 
60 elementov nc 32% 47% 
80 elementov nc 63% 69% 
100 elementov 100%2 nc 139% 
1-nc ;model ne konvergira skozi celotni simulacijski časovni interval 
2-ocenjen čas računanja 26h, na procesorju I5, 3.1GHz. 
 
Zaključek je, da se izpeljane enačbe modela L5/T5 za notranje posplošene elastične 
sile raztezka in uklona lahko uporablja. Predpripravljeni izrazi in matrike izkazujejo velike 
časovne prihranke, nastale med izvajanjem numeričnih simulacij. Posebej se to izrazi v 
zahtevnejših okoljih kjer gre pričakovati nastanek velikih deformacij. Vprašanje časa je 
pomembno za razvoj praktičnih programskih aplikacij za vsakodnevno rabo, na katerih 
želimo izvesti kar največje število simulacij na časovno enoto. 
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4. PRIMERJAVA METODE AVK Z EKSPERIMENTALNIMI IN 
NUMERIČNIMI REZULTATI 
 
V predhodnem poglavju 3.2 je bila izvedena verifikacija izpeljanih enačb za 
posplošene sile elastičnosti končnega elementa z modelom L5/T5 v smislu pravilnosti 
matematične nadgradnje enačb končnega elementa in njihove učinkovitosti.  
Sledi verifikacija uporabe metode AVK na daljnovodnem področju. Vsi končni 
elementi 'razstavljenega' daljnovoda skozi posamezne zapise nastopajočih posplošenih sil, 
masne matrike in matematično zapisane omejitve, skupaj tvorijo proučevan mehanski 
sistem, ki se izrazi v zapisu sistema gibalnih diferencialno algebrajskih enačb (DAE). Z 
rešitvijo danih gibalnih enačb, pri danih začetnih pogojih, se predstavi iskani dinamični 
odziv daljnovoda. 
Z namenom preveritve ustreznosti izbire modeliranja sistema z AVK elementi nižjega 
reda in pripadajočih matematičnih enačb posplošenih zunanjih in notranjih sil ter enačb 
omejitev, ki nastopajo v AVK, sta izvedeni dve primerjavi. Najprej je izvedena primerjava 
med dinamičnim odzivom, izračunanim z AVK metodo in podatkov rezultatov 
eksperimenta na pomanjšanem modelu daljnovoda. Zatem je izveden premik na realno 
velikost strukture s primerom obravnave gibanja vodnika v eni razpetini. Za ta primer je 
izvedena primerjava med numeričnimi rezultati AVK metode in numeričnimi rezultati 
modeliranja gibanja vodnika, izračunana na podlagi klasične FEM metode.  
 
4.1 PRIMERJAVA METODE AVK Z REZULTATI EKSPERIMENTA  
 
4.1.1 Predstavitev eksperimenta 
 
Za primerjavo in verifikacijo numeričnih rezultatov, ki jih kot rezultat numerične 
simulacije poda metoda AVK na mehanske sisteme, ki ima karakteristike daljnovodnega 
sistema, se uporabi obstoječe eksperimentalne rezultate. Jammaladine je v svojem delu [29] 
izvedel večjo serijo simulacij odpada žledne obtežbe na pomanjšanem modelu daljnovoda. 
Cilj njegovega dela je bila analiza uporabnosti modeliranja s komercialnim programom 
Adina na klasični obliki daljnovoda. Gre za dobro dokumentirane preizkuse in rezultate 
posameznih meritev, ki so dobra podlaga za presojo ustreznosti metode AVK. V 
predmetnem delu se uporabi le del rezultatov preizkusa, kot bo prikazano v nadaljevanju. 
Izvedeni eksperiment je obsegal postavitev pomanjšanega modela napenjalnega polja 
daljnovoda, ki ga sestavljata dve razpetini in ena nosilna veriga. Dimenzije 
eksperimentalnega modela prikazuje Slika 4-1. Model daljnovoda se je v vseh obesiščih 
vodnika opremil z merilci sile. Dodatno je bil element, ki predstavlja nosilni izolator, 
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opremljen z merilcem zasuka kota. V obeh razpetinah se je odmik vodnika v točkah P1 in 
P2, ki jih prikazuje Slika 4-1, snemal in analiziral s hitro snemajočimi kamerami. Poudarek 
pri izbiri postavitve je na ustreznem pomanjševanju realnih dimenzij daljnovoda na 
pomanjšan model daljnovoda. Te seveda v proporcionalnem smislu niso možne, saj velike 
razpetine v primerjavi z drugimi dimenzijami, kot so poves v sredini razpetine, premer vrvi 
in dolžine izolatorjev, to onemogočajo. Odločilni kriterij je zato bila pri izbiri dimenzij 
modela daljnovoda podobnost širjenja hitrosti prečnega valovanja z realnimi dimenzijami 
daljnovoda, okoli 8.4 m/s. 
Meritev je zajemala šest različnih scenarijev oprijema žledne obtežbe na vodnik. Vsak 
scenarij je obsegal tri podscenarije, ki so obsegali predpostavljeno različno maso oprijete 
žledne obtežbe. Za verifikacijo metode AVK je uporabljen rezultat tretjega scenarija 
(poimenovan 'Serie 3' v originalnem tekstu), ki simulira odpad kontinuirane žledne obtežbe 
z ene razpetine, kot prikazuje Slika 4-2. Skupna velikost žledne obtežbe 14.1 N je razdeljena 
na deset uteži, kar ustreza dolžinski masi 0.46 kg/m ( tip 'charge' III po označitvi v [29]). 
Obravnavani primer je najneugodnejši eksperimentalni primer serije 3. 
Vhodni geometrijsko snovni podatki uporabljene opreme, ki se v nadaljevanju 
uporabijo v numerični simulaciji, so naslednji: 
o dimenzije modela prikazuje Slika 4-1, 
o premer vodnika je 4.76 mm, 
o presek vodnika je 17.795 mm2, 
o masa na dolžino vodnika je 0.0926 kg/m, 
o modul elastičnosti je 16.746 109 N/m2, 
o ničelna sila vodnika je 6.6 N ter 
o žledna obtežba je 0.46 kg/m. 
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Slika 4-1: Skica eksperimentalne postavitve pomanjšanega daljnovodnega polja. 
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Slika 4-2: Skica obtežbe vodnika, ki je v originalnem poročilu imenovana 'Serie 3'  
Rezultate opravljenih meritev, ki služijo za primerjavo izračunanih numeričnih 
simulacij z AVK metodo, povzete iz [29], predstavlja Slika 4-3. Predstavljeni so: gibanje 
vodnika v točki P1 in točki P2, kot zasuka izolatorja ter absolutne sile v obesiščih vodnika v 
skrajnem levem (F1) in desnem (F2) obesišču in spodnjem delu izolatorja (F3). V 
originalnih risbah so podane po tri krivulje za tri različne velikosti žledne obtežbe. Za 
potrebe te naloge je merodajna žledna obtežba velikosti 0.46 kg/m (primer III), ki je 
pobarvana z zeleno barvo.  
 
4.1.2 Analiza statičnih in dinamičnih rezultatov z modelom AVK 
 
Pred pričetkom dinamične obravnave je napravljena analiza statičnih razmer. 
Zasledovana sta dva cilja. Prvi cilj je izvesti kontrolo ujemanja začetnih statičnih razmer, ki 
vstopajo kot začetni pogoji v času t=0 v dinamično analizo. Drugi cilj je analiza vpliva 
števila elementov na statične razmere. Zavedati se je potrebno, da je vodnik 'sestavljen' iz 
kratkih elementov, katerim pa se v AVK ne omejuje velikost deformacije. Zato se izhaja iz 
manjšega števila elementov primerjalno gledano s klasičnimi FEM metodami. Število 
elementov, ki se navaja v tabelah, je število delitev vodnika znotraj ene razpetine, izolator je 
privzet kot en končni element. 
Tabela 4-1 prikazuje izračunane ničelne in začetne razmere na modelu daljnovoda, za 
različno število 4, 8 in 16 AVK elementov. V statičnih razmerah so oblikovne funkcije (S) 
tretje stopnje (2-6) zelo primerna aproksimacija razmer na verižnici. Tudi v [28] se izpelje 
določene rešitve povesov vodnika preko reševanja polinoma tretje stopnje. Razlika statičnih 
veličin pri različnem številu uporabljenih elementov je majhna. Zaznavna je tendenca, da se 
sile v vrveh z večjim številom elementov rahlo povečuje, povesa pa rahlo upadata. 
Vrednosti vpisane pod vrstico 'meritev' so povprečje več meritev in so opredeljene kot 
referenčna eksperimentalna vrednost. Primerjalno gledano se razlike med referenčnimi 
vrednostmi merjenih veličin in izračunanimi veličinami gibljejo odstotkovno gledano v 
mejah do 5%, kot prikazuje Tabela 4-2. Izjema je odklon izolatorja, pri katerem razlika 
dosega velikost do 10%. To razliko se lahko interpretira kot razliko nastalo z modeliranjem 
oblike stika obesišča vodnika in izolatorja. Numerični model predpostavlja čisti zglobni 
spoj, v realnosti pa gre za obesišče izvedeno z nosilno sponko, ki ima lastne končne 
dimenzije.   
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a. Pomik vodnika v točki P1. d. Absolutna sila v levem (1) obesišču. 
  
b- Pomik vodnika v točki P2. e. Absolutna sila v desnem (2) obesišču. 
  
c. Zasuk izolatorja od nevtralne lege. f. Absolutna sila v spodnjem delu izolatorja. 
 
Slika 4-3: Rezultati meritev dinamičnih razmer po simulaciji odpada bremena, poskus serija 3, breme tip III, 
povzeto po [29]. 
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Razmere so močno nelinearne. V daljnovodni tehniki je merilo meje linearnosti vzeto 
kot stanje, kjer se sila zaradi dodatnega bremena ne poveča bistveno glede na izhodiščno 
silo (razmerje sil ≈1) in da je gibanje vodnika okoli njegove statične lege znotraj nekaj 
premerov vodnika. Naj bosta torej merili 𝑞𝑓 za mnogokratnik sile in 𝑞𝑃 za mnogokratnik 
povesa napram premeru vodnika:  
Sila se pri predpostavljenem dodatnem bremenu poveča do 3x, poves pa doseže 
skorajda 30-kratnik premera vodnika, kot prikazuje Tabela 4-3, kar dokazuje nelinearnost. 
 
Tabela 4-1: Statične razmere na modelu daljnovoda. 
Število 
elementov 
FH1 FV1 F1 FH2 FH1 F2 F3 Kot P1 P2 
 (N) (N) (N) (N) (N) (N) (N) (°) (cm) (cm) 
Brez dodatnega bremena (ničelno stanje) 
8 6.10 1.52 6.29 6,10 1.52 6.29 3.05 0 16.6 16.6 
Z dodatnim bremenom (začetno stanje) 
Meritev [29]  -27.41 8.35 28.62 21.47 1.18 21.50 12.66 -28.69 -7.24 14.01 
4 -27.24 9.03 28.70 21,23 1.48 21.32 12.26 27.09 -7.04 14.03 
8 -27.26 9.03 28.72 21.28 1.48 21.34 12.26 27.10 -6.98 14.03 
16 -27.67 9.03 29.11 21.91 1.48 21.96 12.15 26.03 -6.90 13.88 
 
 
Tabela 4-2: Ocena razlike med izmerjenimi in izračunanimi silami ter povesi na modelu daljnovoda izraženo 
odstotkovno. 
Število 
elementov 
F1 F2 F3 Kot P1 P2 
 (%) (%) (%) (%) (%) (%) 
4 0.28 -0.84 -3.16 -5.58 -2.76 0.14 
8 0.35 -0.74 -3.16 -5.54 -3.59 0.14 
16 1.71 2.14 -4.03 -9.27 -4.70 -0.93 
 
Tabela 4-3: Mnogokratnik povečanja sile in povesa glede na ničelno stanje modela daljnovoda. 
Število 
elementov 
𝑞
𝑓
(F1) 𝑞
𝑓
(F2) 𝑞
𝑓
(F3) 𝑞
P
(P1) 𝑞
P
(P2) 
8 2.5 2.4 3.0 14.7 29.5 
 
𝑞𝑓 =
𝐹(1,2,3)𝑧𝑎č𝑒𝑡𝑛𝑎 − 𝐹(1,2,3)𝑛𝑖č𝑒𝑙𝑛𝑎
𝐹(1,2,3)𝑛𝑖č𝑒𝑙𝑛𝑎
𝑞𝑃 =
𝑃(1,2)
𝑑𝑐 }
 
 
 
 
. (4-1) 
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Naslednji korak je obravnava dinamična razmer pri odpadu žledne obtežbe z vodnika. 
Čas in oblika odpada bremena vplivata na obliko dinamičnega odziva. Dinamični rezultati, 
prikazani v nadaljevanju, so izdelani na predpostavki časovne oblike linearnega upada 
dodatnega bremena. Prva sekunda numerične simulacije predpostavlja statične razmere. V 
času t=1s se zgodi linearen upad žledne obtežbe, ki traja 5 ms. Dodatno breme kot časovno 
odvisno spremenljivko prikazuje Slika 4-4, njen matematični zapis linearnega upada se 
glasi: 
 
 𝐐𝑖𝑐𝑒(𝑡) = 𝐐𝑖𝑐𝑒(𝑡 = 0) (
𝑡 + 𝑡𝑑 − 𝑡𝑠
𝑡𝑑
). (4-2) 
 
 
ts
t(s)
ts+td
Qice
0,0
td=5ms
1 1.005
 
Slika 4-4: Časovna oblika odpada žledne obtežbe. 
Za vodnik je predpostavljeno notranje in strukturno dušenje, modelirano z Rayleigh 
koeficientoma 𝛼𝑟=0.233 in 𝛽𝑟=9.16 10
-5. Vpliv aero-dinamičnih sil se ne upošteva. 
Reševanje sistema gibalnih enačb je izvedeno z direktno integracijo gibalnih enačb z 
uporabo Newmark-ove integracijske metode. Koeficienta integracije sta 𝛼 = 0.25 in 𝛿 =
0.5. Časovni korak integracije je za statični del simulacije 0.1s, za čas odpada dodatnega 
bremena 0.0005s, ter preostanek opredeljenega časa simulacije 0.001 s. 
Rezultat numeričnega izračuna, vrisan skupaj z rezultati meritev za opazovano točko 
P1, prikazuje Slika 4-5. Razmere za sosednjo razpetino v opazovani točki P2 prikazuje Slika 
4-6. Prikazan rezultat je izračunan z uporabo štirih končnih AVK elementov na razpetino.  
Rezultat kaže na zelo dobro ujemanje numeričnih in eksperimentalnih rezultatov v 
prvih (petih) sekundah odziva po simulaciji odpada žledne obtežbe. V drugem delu 
prikazanega izračunanega odziva vodnika je opazen nekaj hitrejši upad amplitude, kar se 
lahko pripiše izbranim koeficientom dušenja vodnika. V praksi so najbolj pomembne 
razmere v prvih nekaj sekundah po vzbuditvi sistema. Zato se lahko zaključi, da metoda 
AVK ustreza in daje pravilne rezultate ter se jo lahko uporabi v analizi kompaktiranih 
daljnovodov kot orodje za analizo dinamičnih razmer.  
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Slika 4-5: Primerjava izračunanega (modro) in merjenega (zeleno) dinamičnega odziva v točki P1. 
 
Slika 4-6: Primerjava izračunanega (modro) in merjenega (zeleno) dinamičnega odziva v točki P2. 
 
 
  
Primerjava metode AVK z rezultati eksperimenta 70 
 
Število elementov, ki v matematičnem modelu nadomestijo vodnik, je arbitrarna 
izbira. Načeloma iz klasičnega razumevanja metode končnih elementov izhaja, da več ko je 
elementov, natančnejši je rezultat. Vendar sočasno na drugi strani močno naraste potreben 
čas za izvedbo numeričnih simulacij. Ker AVK ne omejuje deformacije elementa, je 
elementov lahko manj, še vedno pa ostane arbitrarna izbira vezana na izkušnje izvajalca 
modeliranja struktur. Vpliv različnega števila AVK elementov na obliko dinamičnega 
odziva prikazuje Slika 4-7. Analizirani so primeri s privzetimi štirimi, osmimi in 
šestnajstimi končnimi elementi na posamezno razpetino. Iz slike je razvidno, da število 
izbranih elementov ne vpliva na periodo odziva. Razlike so bolj izrazite, vendar še vedno 
majhne - v obliki in gladkosti na vrhovih amplitud odziva vodnika.  
 
 
(a.) 
 
(b.) 
Slika 4-7: Dinamični odziv modela v prvih sekundah glede na število končnih elementov v točki P1 (a.) in 
točki P2 (b.). 
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4.2 PRIMERJAVA ODZIVA VODNIKA NA ODPAD ŽLEDNE OBTEŽBE V ENI 
RAZPETINI 
 
Poglavje je namenjeno prehodu s pomanjšanega eksperimentalnega modela strukture 
na modeliranje mehanske strukture, ki je geometrijsko gledano realne velikosti. Obravnava 
se primer gibanja vodnika v eni razpetini zaradi delovanja žledne obtežbe. Za primer, ko se 
proučuje pomike vodnikov, povzročene z delovanjem velikih žlednih obtežb, ki povzročijo 
več desetkratnik odmika vodnika gledano napram stacionarni legi, tudi za primer ene 
razpetine ni na voljo analitične rešitve. Potrebno je uporabiti eno izmed metod iz nabora 
metod končnih elementov. Zato je izbrani primer, kljub svoji navidezni preprostosti, 
reprezentativen pokazatelj učinkovitosti računske metode, naj bodo to klasični FEM 
elementi ali AVK elementi. Rezultati, izračunani z AVK, so primerjani z rezultati 
numeričnega izračuna, podanimi v [61]. 
Obravnava se vodnik, napet med dvema fiksnima sidriščema, ki sta medseboj 
oddaljena na razdalji a, kot prikazuje Slika 4-8. Vodnik je v sidrišča zglobno vpet. Vodnik 
je v ničelnem stanju brez žledne obtežbe skiciran v risbo z neprekinjeno črto. Prekinjena 
črta prikazuje začetni statični odmik, ko na vodnik apliciramo dodatno žledno obtežbo. To 
je torej stanje začetnega pogoja tik pred odpadom žledne obtežbe, ki vstopa v numerični 
model. Delovanja aero-dinamičnih sil na sistem ni.  
Opazuje se pomik vodnika v opazovani točki OT. Točka OT prikazuje gibanje 
vodnika okoli ničelnega stanja, ko se žledno obtežbo odvrže z vodnika. 
p
om
ik
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Slika 4-8: Skica modela ene razpetine (polna črta brez žleda, črtkana črta z žledom). 
Uporabljeni vhodni geometrijsko snovni podatki v numerični simulaciji so naslednji: 
o razpetina a je enaka 470 m, 
o premer vodnika je 12.6 mm, 
o presek vodnika je 94.1 mm2, 
o masa na dolžinsko enoto vodnika je 0.481 kg/m, 
o modul elastičnosti je 112 109 N/m2, 
o ničelna sila vodnika je 11 kN, 
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o dušenje vodnika je ~2% modelirano z Rayleigh koeficientoma 𝛼𝑟=0.0237, 
𝛽𝑟=0.0015 ter 
o žledna obtežba je 4.19 kg/m. 
 
Privzeti vhodni podatki se izrazijo v statični obravnavi razmer pri ničelni sili vodnika 
v opazovani točki v povesu vodnika 11.85 m. Poves vodnika v primeru dodane žledne 
obtežbe na vodniku naraste na 22.83 m. Stacionarne razmere vodnika in razdelitev vodnika 
na končne elemente pri ničelnem stanju vodnika in začetnem stanju pred odpadom žledne 
obtežbe prikazuje Slika 4-9. Za izvedbo numerične simulacije odziva se tudi v tem primeru 
predpostavi, da se odpad žledne obtežbe prične 1 s po začetku simulacije in linearno upade s 
polne vrednosti na vrednost nič v času 5 ms. 
 
 
Slika 4-9: Prikaz statičnih razmer; ničelno stanje(brez žleda) in začetno stanje (z žledom). 
Za opisani primer vodnika, napetega med dve obesišči, je v [61] podan grafični prikaz 
odziva vodnika, izdelan s komercialnim programskim orodjem za modeliranje končnih 
elementov Adina [97]. Vodniki so v navedenem programskem orodju modelirani kot sestav 
posamičnih dvodimenzionalnih elementov (2D) v sestavu verige (zglobne omejitve). 
Posamezni končni elementi so vzeti kot izoparametrične ravne palice. Modeliranje elementa 
znotraj programskega orodja uporablja klasičen lineariziran pristop FEM [2]. V 
programskem orodju Adina je bila razpetina razdeljena na 80 končnih elementov. Prikaz 
rezultata simulacije nihanja vodnika v opazovani točki OT, povzet iz [61], podaja Slika 4-10 
(zgornji graf). Ista slika (spodnji graf) prikazuje silo vodnika v sidrišču vodnika.  
Za isti primer, vendar izračunano z metodo AVK, je vodnik razdeljen na 20 končnih 
elementov. Posamezni elementi vodnika so modelirani z L5/T5 modelom notranjih 
elastičnih sil. Elementi so med seboj sestavljeni kot kontinuirani vodniki, kot opisuje enačba 
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(2-58). Rezultat numeričnega izračuna gibanja vodnika v opazovani točki v sredini razpetine 
prikazuje Slika 4-11.  
Iz primerjave gibanja vodnikov in sile v obesišču vodnika, ki ju prikazujeta Slika 4-10 
in Slika 4-11, izhaja, da odziva (pričakovano) nista popolnoma enaka, saj izhajata iz 
različnih pristopov formulacije posplošenih sil in omejitev. Za odmik vodnika v točki OT 
velja, da se dobro ujemata po tendenci upadanja amplitude gibanja. Metoda AVK da kot 
rezultat malce krajše periode nihanja, ca 10%. Primerjava sil v obesišču pri metodi AVK, 
prav tako kot rezultat numerične simulacije, poda nekaj nižje amplitude sunkov sil, 
ocenjeno za ca 8%. 
 
 
Slika 4-10: Odziv vodnika izračunan z Adina, v točki OP, zgoraj pomik vodnika, spodaj sila v obesišču, vir 
slike [61].  
Primerjava odziva vodnika na odpad žledne obtežbe v eni razpetini 74 
 
 
 
 
 
Slika 4-11: Odziv vodnika v sredini razpetine (a.) ter sila v obesišču vodnika izračunana z AVK. 
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5. DINAMIKA KOMPAKTNEGA DALJNOVODA 
 
Vizualni vpliv daljnovoda na okolje se zmanjša z uporabo kompaktiranih 
daljnovodov. Kompaktiran daljnovod v predmetni obravnavi so podporni jekleni cevni 
stebri, na katere so obešeni daljnovodni vodniki preko nosilno podpornih izolatorskih 
sestavov BPA, prosto rotirajočih okrog navpične osi, kot ilustrira Slika 1-3. V praksi so 
zaželene kar najmanjše geometrijske dimenzije kompaktiranega daljnovoda. Pri načrtovanju 
kompaktnih daljnovodov je potrebno upoštevati dva bistvena dejavnika.  
Prvi dejavnik je velikost trenutne oddaljenosti enega vodnika proti drugemu vodniku 
znotraj razpetine, zaradi vzbujenega nihanja vsaj enega ali več vodnikov. Primer ilustrira 
Slika 5-1. Prikazana sta dva daljnovodna vodnika L1 in L2, ki v normalnih obratovalnih 
razmerah brez dodatnih bremen potekata vzporedno, na medsebojni navpični oddaljenosti 
Dpp. Razdalja je seveda zadostna za zagotavljanje dielektrične trdnosti daljnovoda. V isti 
sliki je s črno prekinjeno črto vrisan posnetek stanja vodnika L2 v stacionarnih razmerah in 
z vijolično prekinjeno črto posnetek stanja L2* v izbranem časovnem trenutku  (t=7s) po 
odpadu žledne obtežbe vodnika. Ko se predpostavi, da je zgornji vodnik brez žledne 
obtežbe, na spodnjem vodniku pa se dogodi oprijem in zatem odpad žledne obtežbe, pride 
do gibanja vodnika L2* v razpetini, ki seže v področje prvega vodnika L1. Dielektrična 
električna razdalja Dpp brez ustreznega dimenzioniranja medsebojnih razdalj vodnikov torej 
ni zagotovljena. 
Drugi dejavnik je dopuščena rotacija sestava BPA okoli svoje osi. Ob gibanju vrvi se 
vrši prenos sil na sestave BPA, ki se izrazijo v rotacijskih pomikih BPA izolatorskih 
sestavov okoli nosilne osi. Rotacije zmanjšujejo ničelno oddaljenost vodnika, ki je pod 
napetostjo in jeklenim ozemljenim delom stebra. Ta ne sme biti manjša od dopustne razdalje 
Dpe, ki še preprečuje električen preskok. Razmere prikazuje Slika 5-2. Toga pritrditev BPA, 
ki je tudi možna, ni predmet te obravnave. 
 
 
L1 
L2 
L2* 
Dpp (statični) 
Dpp (dinamični) 
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Slika 5-1: Časovni posnetek vodnika L1 in L2 v stacionarnem ter posnetek vodnika L2 v dinamičnem stanju 
L2*. 
 
 
Slika 5-2: Skica zmanjšanja električne razdalje Dpe pri rotaciji BPA sestava. 
Kot vir dinamične motnje je dan poudarek žlednim obtežbam, ki se v primeru 
kompaktiranih daljnovodov izkazujejo kot najbolj problematične. Simulacija dinamičnega 
odziva nepogrešljivo služi kot izhodišče izvajanja analiz o pričakovanih razdaljah, o 
velikostih sil, ki delujejo na elemente daljnovoda za različne predpostavljene atmosferske 
razmere.  
V nadaljevanju je metoda AVK uporabljena za študijo dinamike kompaktiranega 
daljnovoda, opremljenega z BPA izolatorskimi sestavi. S konkretnimi numeričnimi izračuni 
se: (1) analizira vidike, pomembne za implementacijo metode AVK na področje študij 
daljnovodov v dinamičnih razmerah, (2) prikaže smeri odgovorov na vprašanja, ki se 
pojavljajo skozi dnevno inženirsko prakso, vezana na kompaktiran daljnovod in (3) oblikuje 
nekatere splošne zaključke, vezane na praktično uporabo predlagane metode.  
V predhodnih poglavjih pripravljene matematične enačbe, skupaj s potrebnimi 
algoritmi za pripravo vhodnih podatkov in na koncu algoritem reševanja gibalnih enačb, so 
prevedeni v lastno programsko kodo znotraj MatLab programskega okolja. 
Praktično delo pri pripravi in izvedbi numeričnih simulacij izkazuje, da podobno kot 
ostale numerične metode temelječe na končnih elementih, tudi predstavljena metoda AVK 
zahteva kar nekaj praktičnih izkušenj. Predvsem pri oceni, s katerim modelom pristopiti k 
obravnavanemu problemu, kako pripraviti vhodne podatke v model v smislu delitve 
strukture na končne elemente, da bo na koncu dosežena konvergenca k rešitvi v celotnem 
opazovanem intervalu, ob nekem še razumnem in sprejemljivem času izvajanja numeričnih 
simulacij. 
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Zaradi lažje medsebojne primerjave so v nadaljevanju uporabljena naslednja 
poimenovanja modelov, ki jih prikazuje Slika 5-3: 
• M1- v modelu je uporabljena BPA izolacija na fiksnem obesišču, 
• M2- v modelu je poleg BPA izolacije vključen model daljnovodnega stebra, na 
katerega so pritrjeni izolatorski sestavi, 
• M3- v modelu je za potrebe primerjave, kot najbolj razširjen in poznan, uporabljen 
klasični I izolatorski sestav. 
 
5.1 OPIS NUMERIČNEGA MODELA 
 
Analizo odziva na odpad žledne obtežbe se izvede na daljnovodnem polju, ki ga 
prikazuje Slika 5-4. Najneugodnejši dinamični primer v smislu velikosti sil pri odpadih 
žledne obtežbe sta krajni razpetini napenjalnega polja, zato je za obravnavo izbran naveden 
primer dveh razpetin [20]. Obesišča vodnika na stebre so na enaki višini. Osna mehanska 
sila v vodniku brez žledne obtežbe, ki predstavlja ničelno stanje, je 12.75 kN, poves vodnika 
je v predpostavljenem primeru sile enak 3.59 m. Z dodatnim bremenom, ko sta obe razpetini 
obremenjeni z dodatno žledno obtežbo z maso na enoto dolžine 4.2 kg/m, kar je 5 kratno 
dodatno breme [77], se osna mehanska sila v vodniku poveča na 42.3 kN. To stanje je 
opredeljeno kot začetno stanje sistema. Končno stanje je opredeljeno kot statično stanje po 
iznihanju, za primer odpada žleda le v prvi razpetini. Slika 5-4 prikazuje za oceno 
pričakovanega velikostnega reda nihanja vodnikov prikazan statični poves za začetno 
opazovano stanje (začetni pogoji vrisani s črno neprekinjeno črto) in končno stanje po 
iznihanju sistema (modra prekinjena črta). Poves vodnika v začetnem stanju je v obeh 
razpetinah enak, velik 5.78 m. V končnem stanju je v prvi razpetini poves enak 1.27 m, v 
drugi je poves enak 7.41 m. 
Geometrijsko snovne podatke o elementih daljnovoda, s katerimi se vstopi v 
numerični model, prikazuje Tabela 5-1. Strukturno dušenje vodnikov je modelirano z 
Rayleighovima koeficientoma 𝛼𝑟=0.045 in 𝛽𝑟==0.0018. Aerodinamični koeficienti Cdt, Cdn, 
Cdb so 0.1, 1.2 in 1.2. Velja še, da obravnava teče v brezvetrju U=0.  
Podporni stebri so, razen za posebej naveden primer M2, privzeti kot togi in so 
posledično koordinate obesišč BPA na stebrih konstantne. Steber je potemtakem 
nepomemben in se ga v primerih M1 in M3 izključi iz obravnave. 
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Slika 5-3: Skica proučevanih modelov  M1, M2 in M3. 
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Slika 5-4: Obravnavani razpetini v začetnem stanju (črna polna črta) in končnem stanju (črtkana modra črta). 
 
Tabela 5-1: Tehnični podatki elementov daljnovoda. 
 Enote Vodnik*** BPA sestav 
(podporni 
del) 
BPA sestav 
(nosilni del) 
I 
sestav 
Cevni 
steber 
Masa na dolžino [kg/m] 0.93 15 4 4 77 
Presek [mm2] 282.5 3117 380 380 7360 
Dolžina [m] 20.06* 1.25 1.82 1.7 15+1.7 
Modul elastičnosti [kN/mm2] 74.3 37 37 37 210 
Premer [mm] 21.8 63 22 22 200/450** 
* dolžina je odvisna od segmentacije, v predmetnem prikazu 10 elementov na razpetino 
** širina na vrhu/talni prirobnici stebra 
*** tip 243-Al1/39-A20SA 
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Vsak vodnik v levi in desni razpetini je modeliran s po 10 končnimi elementi. Po en 
element je uporabljen za BPA nosilni del sestava in en element za podporni del BPA 
izolatorskega sestava. Skupaj se torej v modelu M1 obravnava 264 absolutnih koordinat 
(22x12). Z upoštevanjem omejitev je v tem primeru 135 neodvisnih absolutnih koordinat in 
129 odvisnih absolutnih koordinat, katere rešitve v časovnem prostoru iščemo. Velja 
opomba, da je število izbranih končnih elementov AVK občutno manjše kot število 
elementov FEM, ki se navaja pri primerljivih obravnavah v [21], [46], [83]. To kaže na 
potencialno prednost metode AVK, kjer so stroški računanja za isti problem nižji, ko se 
obravnava numerične probleme, v katerih nastopajo velike deformacije. 
Dinamični odziv je odvisen od velikost in oblike motnje, ki inducira gibanje 
mehanskega sistema. Pri daljnovodih so povzročitelj vremenske razmere, ki vladajo na 
določenem delu daljnovoda. Lahko so zelo lokalne, tudi znotraj ene daljnovodne razpetine 
se razmere lahko spreminjajo. Osnovni mehanizmi pogojev, ki morajo biti izpolnjeni za 
oprijem ali odpad žledne obtežbe z vodnikov, so predstavljeni v [19], [61]. Znotraj ene 
razpetine se breme na vodnikih pojavlja kontinuirano ali odsekoma. Vplivi načina vzdolžne 
razporeditve dodatnega bremena po vodniku na obliko vodnika (povesa) v razpetini so 
raziskani v [28]. S stališča povesa je najneugodnejši primer točkovne obremenitve v sredini 
razpetine, ob kontinuirani obtežbi po celotni razpetini vodnika nastopajo največje sile. Zato 
je zadnji primer vključen v obravnavo. 
Za obravnavani numerični primer je v nadaljevanju predpostavljeno, da se na obeh 
daljnovodnih razpetinah nabere žledna obtežba, v določenem časovnem trenutku (t= 0 s) se 
dogodi odpad žledne obtežbe le v celotni prvi razpetini. V drugi žledna obtežba ostane. 
Primer je konservativen, saj se v praksi na terenu običajno opazi le lokalne oprijeme ali 
odpade žledne obtežbe. Omeniti velja, da je opazovanje tovrstnih dogodkov na terenu 
omejeno, saj se zaradi neugodnih vremenskih razmer in težavnosti dostopa, ki vladajo v 
času dinamičnih dogodkov, vedno pristopa k ogledu situacije na  terenu šele po umiritvi 
ekstremnih vremenskih razmer. 
V numerični simulaciji je privzeta oblika sprostitve žledne obtežbe, kot jo prikazuje 
Slika 4-4. Sprostitev žledne obtežbe se dogodi 0.5 s po začetku numerične simulacije. 
Žledno breme z vodnika odpade po linearno padajoči funkciji v času 5 ms. Lastno frekvenco 
sistema se lahko oceni s pomočjo (2-48) in (2-50). Za vodnik brez žledu je ocenjena kotna 
hitrost prve simetrične komponente 3.58 s-1. Vzdolžna hitrost širjenja valovanja se oceni s 
𝑐 = √𝑇 𝑚𝑐⁄ . V obravnavanem primeru je hitrost enaka 116 m/s. 
Sestavo elementov vodnika znotraj razpetine izvajamo kot zvezen vodnik (velja (2-
61)). V točki priključne sponke p (Slika 2-9) je spoj sestava izolacije ter vodnika z leve in 
desne razpetine matematično modeliran kot zglobni spoj. Lokalne napetosti in deformacije v 
vodniku, ležečem v priključni sponki, ki bi zahtevale drugačen pristop za to obravnavo, niso 
zanimive. 
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5.2 ODZIV NA ŽLEDNE OBTEŽBE 
 
Pomembnejše indikatorje dinamičnih razmer modela M1 nastalih zaradi odpada 
žledne obtežbe predstavlja Slika 5-5, s podslikami označenimi od (a.) do (i.).  
Iz podslike (a.) in (b.) sledi zaključek, da je tudi pri kompaktnih stebrih, opremljenih z 
BPA izolatorskimi sestavi, potrebno upoštevati, da bodo pri odpadih žledne obtežbe nastale 
velike amplitude nihanja vodnikov. Te v neobremenjeni razpetini v prikazanem primeru 
dosežejo vrednosti 8 m iz začetnega stanja. To je običajno vedno velikost, ko pride do 
medfaznega stika s sosednjim vodnikom, če sta montirana v isti navpični ravnini. Sledi še 
analiza oblike odziva vodnika. Rezultat je prikaz relativnega premika opazovane točke v 
sredini razpetine iz začetnega stanja. Prikazuje zanimivo razliko v gibanju med razpetinama, 
tako po amplitudi kot frekvenci. Gibanje vodnika brez dodatnega bremena izkazuje 
razmeroma gladko periodično gibanje, s približno periodo 2 s. V drugi razpetini, kjer na 
vodniku ostane žledna obtežba, se izkazujejo manjše amplitude in krajše periode, približno 
polovico prve razpetine. Fizična interpretacija je, da obremenjen vodnik po odpadu žledu v 
prvi razpetini prične z gibanjem navzdol. Po približno četrt periode doseže minimalno 
vrednost. Minimalna vrednost je opredeljena z dolžino vodnika v razpetini in maksimalnim 
možnim pomikom BPA v vzdolžni Y smeri. To stanje se lahko kvazistatično razume kot 
končno stanje, ki ga ilustrira Slika 5-4. Sočasno se neobremenjeni vodnik giblje navzgor, 
vendar primerjalno z obremenjenim vodnikom še ne doseže meja omejitev. Ko obremenjen 
vodnik doseže minimum, se elastična energija pretvori v kinetično energijo z usmerjenim 
gibanjem navzgor, ker pa je na njem žledna obtežba, napravi zato krajšo pot in skoraj 
sočasno z razbremenjenim vodnikom delom doseže vrh. Naslednjo polperiodo se proces 
ponovi, le usmerjenosti gibanja se zamenja.  
Iz podslike (c.) in (d.) sledi zaključek, da vodniki zanihajo znotraj razpetine tudi v 
prečni X smeri, kot kažejo simulacije sočasno v obeh razpetinah.  
Iz podslike (e.) in (f.) sledi zaključek, da sile reakcije končnih napenjalnih stebrov 
TT1, TT2 kažejo, da prihaja le do omejenega števila amplitud sil na stebre, ki presežejo 
začetno statično vrednost. Preseganje je ocenjeno na 10% statične vrednosti. Opaziti je tudi, 
da so med nihanjem vodniki vseskozi pod natezno mehansko silo, nikoli ne pride do ničelne 
sprostitve vodnika. 
Iz podslike (g.) in (h.) sledi zaključek, da je pomik BPA izolatorskega sestava v prečni 
X smeri majhen in pomembneje ne zmanjšuje varnostne oddaljenosti med vodnikom in 
ozemljenim stebrom. 
Iz podslike (i.) in (j.) sledi zaključek, da v obravnavanem primeru sile med 
dinamičnim odzivom za oba posamezna dela BPA izolacije kažejo, da gre pri podpornem 
delu (P delu) pričakovati nastop največjih sil v krajšem časovnem obdobju po 
razbremenitvi, zatem sile v elementih upadejo. Pri podpornem delu (B del), pa sila praktično 
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takoj upade. Podporni del izolatorja je zato smiselno predimenzionirati za približno 25% 
glede na statične vrednosti. 
 
  
a. Navpični pomik vodnika v sredini prve 
razpetine. 
b. Navpični pomik vodnika v sredini druge 
razpetine. 
  
c. Prečni pomik vodnika v sredini prve 
razpetine. 
d. Prečni pomik vodnika v sredini druge 
razpetine. 
  
e. Absolutna sila v levem obesišču TT1. f. Absolutna sila v desnem obesišču TT2. 
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g. Pomik sestava v vzdolžni Y smeri. h. Pomik sestava v prečni X smeri. 
  
i. Absolutna sila v podpornem (P) izolatorju. j. Absolutna sila v nosilnem (B) izolatorju. 
 
Slika 5-5: Pomembnejši indikatorji dinamičnih razmer modela M1. 
 
5.3 PREMIK OSI GIBANJA VODNIKOV V SREDINI RAZPETINE 
 
Slika 5-6 in Slika 5-7 prikazujeta gibanje vodnika v prečni prerezni ravnini XZ skozi 
sredino razpetine za prvih 20 s simulacije. Gre za sliki, ki razkrijeta pomembno lastnost 
BPA sestava. BPA prenese energijo, ki povzroči začetno navpično gibanje vodnika v nekaj 
nihajih na vodoravno gibanja vodnika. Vodnik iz navpičnega skoka preide v neke vrste 
histerezno gibanje, ki preko vedno večjih naklonov preide v vodoravno gibanje gledano v 
XZ prerezni ravnini. Ker je lastno dušenje sistema majhno, premik v vodoravni smeri z 
časom pridobiva na vrednosti, gledano primerjalno z vertikalnim odmikom, ki se zmanjšuje. 
V razpetini, ki ostane obremenjena z žledno obtežbo, je praktično zaslediti takojšen prehod 
v vodoravno usmerjeno osciliranje. S povečevanjem žledne obtežbe se opisane razmere še 
bolj poudarijo. 
To je pomemben rezultat za prakso načrtovanja, ki opozarja, da je potrebno pri 
določitvi ustrezne medsebojne oddaljenosti med vodniki in uporabi BPA ustrezno načrtovati 
tudi vodoravno oddaljenost. Pri klasičnih daljnovodih, ki so opremljeni z visečim I 
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izolatorskim sestavom, vodoravna razdalja ne igra pomembne vloge (teoretično gledano pri 
odpadu žledne obtežbe ni prečnega nihanja), zato bi to dejstvo rado ostalo spregledano. 
  
Slika 5-6: Pomik vodnika v sredini prve razpetine v XZ ravnini za prvih 20s, model M1. 
 
Slika 5-7: Pomik vodnika v sredini druge razpetine v XZ ravnini za prvih 20 s, model M1. 
 
 
5.4 PRIMERJAVA ODZIVA SESTAVA BPA IN I 
 
Različni izolatorski sestavi se odvisno od kinematičnih omejitev različno odzivajo 
med seboj na zunanje vzbujanje. V praksi je zaradi zgodovine načrtovanja daljnovodov in 
enostavnosti uporabe najštevilčnejše uporabljen I izolatorski sestav. Zanj je dinamični odziv 
morda tudi najbolj raziskan in opazovan v praksi. Zato je upravičeno prikazati na 
enostavnem primeru razliko med odzivoma ob enakem zunanjem vzbujanju med I in BPA 
izolatorskima sestavoma. Kot je bilo že navedeno, se za nadaljnjo primerjavo I sestav 
temno modra t=0s - rjava t=20s 
temno modra t=0s - rjava t=20s 
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poimenuje M3, BPA izolatorski sestav pa z M1. Osnovna razlika v primeru odpada žledne 
obtežbe je prenos nastale vzdolžne sile zaradi razlike mas žledne obtežbe v posameznih 
razpetinah, preko izolatorja na steber zaradi različnih kinematičnih omejitev. Pri M3 se 
vzdolžna sila vedno izrazi le s pomikom izolatorskega sestava v ravnini YZ (2D). Enaka sila 
se pri M1 izrazi s pomikom (vrtenjem) sestava v 3D. Slika 5-8 ilustrira razliko med 
pomikom točke p obesišča vodnika. 
Primerjava je med M1 in M3 v praksi koristna za hitro oceno možnosti izvedbe 
preureditve klasičnih daljnovodov v kompaktne daljnovode, le s posegom v spremembo 
načina obešanja vodnikov na stebre.  
Rezultat numeričnih izračunov za posamezna modela M1 in M3 prikazuje Slika 5-9 za 
navpično Z smer gibanja in Slika 5-10 za prečno X smer gibanja. Obe sliki veljata za 
sredino razpetine. 
 
 
 
Slika 5-8: Skica smeri pomika I in BPA sestava v primeru vzdolžne sile. 
 
 
Slika 5-9: Primerjava odziva vodnika v sredini 1 in 2 razpetine v navpični smeri za model M1 in model M3. 
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Slika 5-10: Primerjava odziva vodnika v sredini 1 in 2 razpetine, prečno na traso za model M1 in model M3. 
Iz prikazanih slik izhaja sklep, da ko se opazuje v sredini razpetine navpično gibanje 
vodnika v Z smeri, časovno gledano med odzivoma ni pomembnejše razlike med M1 in M3. 
Pomik vodnika v prvem nihaju doseže velikost 8 m. Očitna razlika je v prečni X smeri. Tu 
se pri BPA izolatorskem sestavu M1 vzpostavi naraščajoče gibanje vrvi, ki v prečni smeri 
po relativno gledano daljšem časovnem intervalu doseže svojo maksimalno amplitudo, 
zatem pa začne upadati amplituda proti ničelnemu stanju. Amplitude v obravnavanem 
primeru niso velike, dosegajo namreč velikost do 0.2 m. Na ta pojav histereznega gibanja 
vodnikov je bilo opozorjeno že prej, Slika 5-6. 
Sledi še analiza pomikov obesišča izolatorskega sestava in vodnika v točki p, ki jo 
prikazuje Slika 5-8. Poznavanje pomikov je pomembno za ustrezno določitev minimalne 
električne razdalje med vodnikom in stebrom, da ne pride do nezaželenih zemeljskih stikov, 
kot prikazuje Slika 5-2. Slika 5-11, Slika 5-12 in Slika 5-13 prikazujejo pomike obesišča p 
za posamezne smeri koordinatnega sistema X,Y, Z. Iz analize slik je razvidna podobnost 
pomikov med M1 in M3 v vzdolžni smeri ter zrcalnost gibanja v prečni in navpični smeri.  
 
Slika 5-11: Primerjava pomika obesišča p v prečni x smeri za model M1 in model M3. 
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Slika 5-12: Primerjava pomika obesišča p v vzdolžni y smeri za model M1 in model M3. 
 
 Slika 5-13: Primerjava pomika obesišča p v navpični z smeri za model M1 in model M3. 
Sklep, pomemben za inženirsko prakso, bi generalno gledano bil, da je pri obeh M1 in 
M3 odziv podoben, le koordinatne smeri prečne ravnine XZ pomikov vodnikov so 
zamenjane. Pomiki izolatorskih sestavov v najpomembnejši smeri X so majhni in ne 
ogrožajo dielektrične razdalje Dpe. 
Drugi sklep narekuje, da naj se pri dinamični obravnavi kompaktnih daljnovodov 
usmeri analiza na celoten daljnovod in hkrati opazuje in analizira odziv skozi daljše časovno 
obdobje. S tem se v obravnavo ustrezno zajame vpliv prenosa motnje vzdolž daljnovoda. 
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Pri kompaktiranih daljnovodih se kot nosilne konstrukcije, na katere so obešeni 
vodniki, običajno uporabljajo cevni stebri v različnih izvedbah. Izdelani so iz jeklene 
pločevine, v uporabo vstopajo tudi že kompozitni materiali. Cevni stebri so zaradi 
strukturne trdnosti ponavadi izvedeni iz jeklene pločevine, zakrivljene v obliki večkotnega 
poligona očrtanega krožnici, kot prikazuje Slika 5-14. Zato se v praksi uporablja 
poimenovanje poligonalni cevni stebri. 
Tovrstni stebri so bistveno vitkejši v primerjavi s klasičnimi jeklenimi predalčnimi 
stebri. Vitkost je izražena z dimenzijami stebra pri temeljnem delu stebra. Vitkost stebra se 
skozi odpornostni moment stebra najizraziteje izrazi s pomikom konice stebra ob delovanju 
zunanjih sil nanj. Pri cevnih stebrih so pomiki do nekaj deset centimetrov, pri predalčnih 
stebrih enake višine le nekaj centimetrov, ko na konico stebra deluje enaka sila. 
V dosedanji obravnavi je bil steber obravnavan kot toga struktura in posledično so bile 
koordinate obesišč sestava BPA konstante. Ta predpostavka običajno popolnoma deluje pri 
jeklenih predalčnih stebrih, kjer so merjeni pomiki na vrhu stebra majhni. Vprašanje je, 
kolikšen je pomik osi poligonalnega stebra od navpične smeri, merjen na konici stebra v 
točki 'v' in kako vpliva gibanje stebra na gibanje preostalih elementov daljnovoda oziroma 
obratno. Zato se model daljnovoda razširi z vstavitvijo stebra, kot ekvivalentnega sestava 
končnih elementov v model M2. 
S tem se za potrebe ocene velikosti vpliva elastičnosti stebra na celotno dinamično 
gibanje sprosti omejitev togosti stebra (=fiksnosti obesišč BPA). BPA sestav se v tem 
primeru pritrdi na konico modela stebra. Steber se modelira kot sestav končnih elementov, 
ki je na temeljnem delu fiksno vpet. Konica stebra se prosto giblje, skupaj z nosilnim delom 
BPA izolatorskega sestava. Skupaj se v tem primeru obravnava 288 absolutnih koordinat 
(264 BPA+24 za steber). V model M2 se zapiše enačbe omejitev, ki opisujejo zglobno 
gibanje koordinat obesišč sestava BPA na stebru, stebru pa dopustimo upogibno 
deformacijo. Velja pripomniti, da so v modelu napenjalni stebri na konceh napenjalnega 
polja še vedno privzeti kot togi stebri. 
Pri tem je potrebno končni element razumeti na makro ravni dimenzij stebrov. Zaradi 
enostavnosti je steber modeliran z dvema AVK končnima elementoma. Prvi element 
predstavlja povezavo med točkama B in P, kot prikazuje Slika 5-14. Točki B in P 
predstavljata obesišči sestava BPA. Drugi končni element, ki se nahaja med točkama F in P, 
predstavlja trup stebra. 
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Slika 5-14: Cevni steber in skica tipičnega prereza cevnega stebra. 
Za potrebe enačb modela AVK je potrebno za modeliranje poznati presek 𝐴 jeklenega 
plašča stebra in vztrajnostni moment prereza 𝐼𝑥,𝑦 v vzdolžni in prečni smeri stebra. Za 
modeliranje poligonalnega stebra zadošča naslednja poenostavitev. Izračuna se prerez 
jeklenega dela stebra na prerezni višini sredi stebra ter uporabi naslednje poenostavljene 
enačbe [23]: 
 
kjer je 𝑏 povprečna širina stranica krivljene pločevine in 𝑡𝑤 debelina pločevine stene 
stebra. Koeficienti vztrajnostnega momenta 𝑘𝑥,𝑦 so odvisni od števila stranic poligonalnega 
stebra in so pri simetričnem stebru enaki. Za najbolj zastopana števila stranic stebrov 8 in 12 
koeficiente podaja Tabela 5-2, več informacij o koeficientih in poligonalnih stebrih je moč 
najti v [23]. 
 
Tabela 5-2: Koeficienti vztrajnostnega momenta poligonalnih cevnih stebrov. 
Število stranic 8 12 
𝑘𝐼(𝑥) 6.16 21.39 
𝑘𝐼(𝑦) 6.16 21.39 
 
Ker je v modelu AVK vztrajnostni moment prereza podan za dolgo palico, ki upošteva 
premer palice 𝐼 =
𝜋𝑑4
64
 , za steber pa velja (5-1), se izraza izenači in izrazi ekvivalentni 
premer 𝑑𝑝(𝑒𝑞) cevnega stebra, ki vstopi v (2-24). Ekvivalentni premer je enak: 
 
  
 
𝐴 = 𝑁𝑏𝑡𝑤
𝐼𝑥,𝑦 = 𝑘𝐼(𝑥,𝑦)𝑏
3 𝑡𝑤
}, (5-1) 
 𝑑𝑝(𝑒𝑞) = (
64𝑘𝐼𝑏
3 𝑡𝑤
𝜋
)
1
4
. (5-2) 
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Za obravnavan primer daljnovoda z vključenim nosilnim cevnim stebrom z 
geometrijsko snovnimi podatki, ki jih podaja Tabela 5-1 in enostransko obešen vodnik na 
steber, ki ga prikazuje Slika 5-6, iz statične obravnave razmer sledi, da je za 15 m visok 
steber upogib v konici stebra v točki 'v' za smer X enak 4.5 cm. Velja opozoriti, da je 
celotna višina do konice stebra 16.7 m. Višini stebra je potrebno dodati še dolžino glave 
stebra. V primeru, da je steber višine 10 m, je upogib pri enakih geometrijsko snovnih 
podatkih 1.7 cm, za 20 m steber je uklon enak 9.7 cm. V nadaljevanju predstavljeni rezultati 
se nanašajo za 15 m steber. 
Prva lastna frekvenca poligonalnega stebra se oceni s pomočjo enačbe nihanja 
enostransko vpetega nosilca [14]: 
 𝜔1 = 1.875
2 (
𝐸𝐼
𝐿4 𝑚
)
1
2
. (5-3) 
 
V obravnavanem primeru je lastna frekvenca nihanja konice stebra ocenjena na 3 Hz. 
Na slikah je model, ki upošteva uklon stebra, označen z oznako M2. Na istih slikah je 
predstavljen še odziv vodnika, označen z M1, ko se predpostavi steber kot togo strukturo. 
 Nihanje vodnika v sredini prve in druge razpetine je zaradi majhnega uklona stebra 
pričakovano podoben nihanju vodnika, ko se privzame togi steber, kar potrjujejo rezultati 
numerične simulacije, ki jih prikazuje Slika 5-15. Iz prikazanih grafov odziva vodnika je 
razvidno, da v inženirski praksi lahko izvedemo izračune pomikov pri predpostavki togega 
stebra.  
Potrebno je omeniti še detajl, da je v numerični model privzet vodnik, montiran le z 
ene strani stebra, kar predstavlja najbolj neugodne razmere. V praksi so daljnovodi 
opremljeni vsaj s tremi vodniki, razporejeni z obeh strani stebra. Če na preostalih vodnikih 
ni žledne obtežbe, sosednji vodniki delujejo kot sidra in povečujejo togost strukture. 
 
  
a. b. 
Slika 5-15: Primerjava odziva vodnika v sredini prve (a.)  in druge (b.) razpetine za togi steber (M1) in 
elastičen steber (M2) opremljen z BPA. 
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Podobno velja za pomik vodnika v prečni X smeri, ki ga prikazuje Slika 5-16 (a.). 
Amplituda pri prožnem stebru je v prvem delu odziva nekaj večja, do 30%, ko se primerja s 
togim stebrom, vendar z naraščanjem časa razlika popolnoma upade. Pomembna 
informacija je oblika časovne komponente naraščanja amplitude nihanja. Maksimalno 
amplitudo doseže šele po daljšem časovnem intervalu okoli 12 s, zatem začne upadati proti 
stacionarni vrednosti. Frekvenca nihanja je ocenjena na 1,7 Hz.  
Na isti sliki (b.) so iz rezultatov simulacije izločeni podatki o velikostih pomikov 
konice stebra v točki ‘v’. Odpad žledu pri proučevanem primeru povzroči prikazane pomike 
izven začetnih vrednosti v X in Y smeri. Analiza slike vodi do novega pomembnega 
zaključka. Vrh stebra se pravokotno na traso v smeri X odkloni močneje kot v vzdolžni Y 
smeri. Velja opomba, da se najbrž intuitivno pričakuje ravno obratno razmerje (v smislu, da 
preostala žledna obtežba v razpetini ukloni steber vzdolžno). Gre za posebnost BPA 
izolatorskih sestavov. Ta rezultat kaže na prednost 3D dinamičnega modeliranja, saj 
običajni statični ravninski model (2D) tovrstne informacije ne bi prikazal. 
 
  
a. b. 
 
Slika 5-16: Pomik vodnika v prečni x smeri v prvi razpetini in (b.) pomik konice stebra v točki ‘v’. 
Za zaokrožitev predstavitve razmer, ob vključitvi upoštevanja upogiba stebra v model 
AVK, Slika 5-17 prikazuje odziv vodnika za sredino razpetine v prečni prerezni ravnini XZ 
za prvih 40 s numerične simulacije. Vzorec gibanja vodnikov v sredini razpetine v prečni 
ravnini je za model togega stebra M1 in prožnega stebra M2 podoben. Vodnik iz navpičnega 
gibanja, vzbujenega takoj po odpadu žledne obtežbe, preide skozi daljši časovni interval v 
vodoravno usmerjeno iznihanje. 
Absolutno velikost sil v obeh obesiščih BPA izolatorskega sestava prikazuje Slika 
5-18. Leva slika (a) prikazuje sile za podporni del P sestava, desna slika (b) prikazuje sile za 
nosilni del B sestava. Splošno gledano so sile pri togem stebru M1 v času dinamičnega 
pojava večje kot pri netogem M2 stebru. Prožni steber namreč z lastnim upogibom 
prevzame del nastalih dinamičnih sil. Za model M2 je v podpornem P delu izolatorskega 
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sestava BPA začetna statična sila večja kot pri M1, vendar izzveni v prid M1 že takoj po 
odpadu žledne obtežbe. Nasprotno velja za nosilni B del izolatorskega sestava, kjer je takoj 
po odpadu zaslediti sunek sile, ki zatem takoj upade pod vrednosti sil modela M1. Za 
dimenzioniranje mehanske zdržnosti P elementa v izolatorskem sestavu je smiselno privzeti 
statične sile, ki upoštevajo uklon stebra ali za okrog 35% večje vrednosti statičnih sil, ko se 
izvaja analiza le z modelom togega stebra. Za dimenzioniranje mehanske nosilnosti B dela 
izolatorskega sestava ustreza že model togega stebra M1. Če je na stebru obešeno več 
vodnikov, se bo steber obnašal bolj togo in bodo razlike sil manjše.  
 
  
a. b. 
Slika 5-17: Pomik vodnika v sredini (a.) prve razpetine in druge (b.) razpetine v XZ ravnini za prvih 40s, 
model M2. 
 
  
a. b. 
Slika 5-18: Sile v obesiščih BPA sestava, (a.) podporni P del sestava, (b.) nosilni B del sestava. 
 
temno modra t=0s - rjava t=40s 
 
temno modra t=0s - rjava t=40s 
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Rezultate predstavljene naloge se strne v navedbi njihovega pomena na načrtovanje 
daljnovodnih sistemov. Osnovni rezultat je zaključena matematična formulacija dinamične 
analize, prilagojena področju daljnovodne tehnike, ki temelji na metodi absolutnih 
vozliščnih koordinat.  
Metoda absolutnih vozliščnih koordinat je relativno sveža matematična teorija iz 
nabora metod končnih elementov. Velikostni razred obravnavanih daljnovodnih struktur in 
velikostni razredi deformacij, kamor dinamični učinki, nastali zaradi delovanja zunanjih 
žlednih obtežb na vodnike in/ali delovanja vetrov, spadajo, zagotovo opravičujejo njeno 
uporabo. Metoda AVK je posebna metoda končnih elementov, ki ne omejuje velikosti 
zasukov in deformacij. Posebna prednost se kaže v tem, da so vozliščne koordinate končnih 
elementov podane v globalnem koordinatnem sistemu in prav tako krajevni gradienti 
koordinat. Posledično se prednost tega zapisa izkaže v konstantni masni matriki, ničelnih 
centrifugalnih silah in ničelnih Coriolisovih silah. Togostne matrike so v metodi AVK lahko 
nelinearne. 
Predstavljene enačbe se da enostavno implementirati v programsko kodo ter z njo 
izvede željene dinamične analize za poljubno obliko daljnovoda. Bistveno je, da metoda 
ostaja odprta ter sočasno preprosta za nadgradnje, naj si bo to proučevanje geometrijsko 
novih oblik daljnovodnih struktur ali študij raznih partikularnih vplivov, vezanih na zunanje 
vplive ali sestavne elemente daljnovoda. Metoda dopušča neposreden prehod projektanta 
inženirja z obstoječega miselnega pristopa v načrtovanju daljnovodov na višji, z dinamiko 
poglobljen pogled na mehanizme, ki imajo vpliv na načrtovanje daljnovodov.  
Velik poudarek je dan na časovni vidik izvajanja numeričnih simulacij. V praksi 
načrtovanja se izkazuje, da je to eden izmed vodilnih dejavnikov, da nove tehnične rešitve le 
s težavo vstopajo v uporabo. V današnjem času je iskanje rešitve določenega problema, ki 
se pojavi na obstoječem daljnovodu ali snovanje nove oblike daljnovoda, vezano na izvedbe 
numeričnih simulacij, ki zahtevajo svoj čas. Preizkusi na objektu v realni velikosti so 
praviloma neizvedljivi, oziroma se lahko izvajajo šele na že zgrajenem daljnovodu. To 
zahteva od inženirja, da vnaprej oceni prednosti in slabosti predlaganih rešitev, ko zapusti 
področje preverjenih, vendar zastarelih tehničnih rešitev oblikovanja daljnovodov. Kljub vse 
večji računski moči osebnih računalnikov, metode končnih elementov še vedno zahtevajo 
svoj čas. Za izračun razmeroma kratkega intervala dinamične simulacije se porabi zelo dolg 
interval realnega časa.  
V začetnem delu disertacije so skozi detajlno inženirsko poznavanje posameznih 
tehničnih sestavnih elementov daljnovoda povzete in deloma na novo izpeljane posamezne 
enačbe notranjih in zunanjih posplošenih sil v zapisu AVK, ki vstopajo v sistem gibalnih 
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enačb. Cilj je bil postaviti osnovno strukturo in programsko orodje za modeliranje 
dinamičnega odziva daljnovoda, z zavestnim umikom od raznih partikularnih problemov, ki 
sami po sebi na makro nivoju nimajo bistvenega vpliva na odziv sistema. 
Osrednji del disertacije je posvečen matematični nadgradnji enačb posplošenih 
elastičnih sil znotraj Bernoulli-Euler enačbe, ki vstopajo v numerični model absolutnih 
vozliščnih koordinat. Enačbe so izražene v obliki predpripravljenih matrik in vektorjev, ki 
skupaj s Gauss-Legandrovo kvadraturno integracijo močno prispevajo k zmanjševanju časa, 
potrebnega za izvajanje numeričnih simulacij. Pokazano je, da matematična priprava 
učinkovite oblike enačb doprinese več k vsakodnevni uporabnosti metode, kot  zanašanje na 
golo moč računalnika z reševanjem simboličnih enačb.  
Različne možnosti uporabe predstavljene metode so v zaključnem delu ilustrirane 
skozi prikaz izbranega praktičnega primera iz daljnovodne tehnike - kompaktnega 
daljnovoda. Najprej so predstavljena spoznanja, vezana na dinamični odziv kompaktiranega 
daljnovoda opremljenega z BPA izolacijo. Testiranja učinkovitosti metode je izvedeno skozi 
analizo numeričnih rezultatov. Metoda je dobrodošla za premik meja pri snovanju novih 
oblik kompaktiranih daljnovodov, kot dodatno orodje k že obstoječim, večinoma na statični 
analizi temelječih orodij načrtovanja.  
Iz opravljenih analiz so podane konkretne usmeritve za načrtovanje na podlagi 
izvedene analize odziva kompaktiranih vodov, opremljenega z BPA izolatorskimi sestavi. 
Pri vplivu žledne obtežbe je potrebno pri dimenzioniranju medsebojnih razdalj med vodniki 
posebno pozornost posvetiti prenosu smeri nihanja vodnika iz začetne navpične smeri v 
vodoravno smer. Ker je sistem malo dušen, so prenesene amplitude med razpetinami 
napenjalnega polja znatne. Veter, ki deluje pod poljubnim kotom na daljnovod, ni 
problematičen s stališča velikost odklona vrtljivega izolatorskega sestava, vedno pa je 
potrebna analize odklona zaradi žledne obtežbe. Pomiki BPA izolatorskih sestavov so pod 
pričakovanimi. Lastni upogib stebra se lahko, če je to potrebno, iz numerične analize tudi 
izpusti. Potreben je ne samo izračun začetne velikost amplitude nihaja vodnika, temveč 
opazovanje skozi določen časovni interval, saj se nihanje seli iz smeri vira preko ostalih 
razpetin. Zaradi nizkega dušenja sistema lahko dosežejo čez čas amplitude nihanja daleč od 
vira nihanja znatne vrednosti. S realizacijo ciljev naloge je močneje odprta pot k 
aplikativnem področju, saj je mehanizem obnašanja tovrstnih mehanskih sistemov bolj 
raziskan oziroma se lahko s predstavljenim modelom še podrobneje razišče. 
Naloga lahko služi kot izhodišče za nadaljnje raziskovanje in delo. Tu se priporoča 
modeliranje novih oblik daljnovodov, s katerimi se bo dodatno opredelilo meje uporabnosti 
metode. Posebej se priporoča uporaba predstavljene metode AVK za analizo vzrokov na 
terenu dokumentiranih izpadov daljnovodov, deformacij in poškodb na daljnovodih.  
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Prispevki doktorske disertacije so: 
• nadgradnja obstoječega modela dinamičnega obnašanja nadzemnega voda za 
uporabo absolutnih vozliščnih koordinat, ki izhaja iz enačb posplošenih 
elastičnih sil Euler-Bernoullijeve teorije nosilcev, ob upoštevanju poljubnega 
raztezka in/ali ukrivljenosti končnega elementa, kar na podlagi 
predpripravljenih matrik in vektorjev omogoča bistveno hitrejše izračune 
dinamike daljnovodnih vrvi, kakor do sedaj, 
• postavitev celovitega modela daljnovoda v okviru metode absolutnih 
vozliščnih koordinat za analizo njegovega dinamičnega odziva ter prilagoditev 
problema vsakodnevni inženirski praksi in uporabi standardnih matematičnih 
orodij,  
• dopolnitev modela nadzemnega daljnovoda za metodo absolutnih vozliščnih 
koordinat z novim, poenostavljenim načinom upoštevanja aero-dinamičnih sil, 
ki izhajajo iz linearizacije geometrije verižnice. 
 
 
V okviru priprave doktorske disertacije so bili objavljeni naslednji članki:  
 
• B. Zemljarič: Analyses of the overhead-line cable stringing and sagging on hilly terrain 
with an absolute nodal coordinate formulation, Electric Power Systems Research 
140,2016,pp. 296-302 
  
• B. Zemljarič, V. Ažbe: Analytically derived matrix end-form elastic-forces equations for 
a low-order cable element using the absolute nodal coordinate formulation, Journal of 
Sound and Vibration 446, 2019, pp. 263-272 
 
• B. Zemljarič: Calculation of the insulator-set displacement induced by the ice and/or 
wind loads using 3D catenary equations, Elektrotehniški vestnik, Vol. 85, No.5, 2018, 
pp. 286-293 
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DODATEK A GAUSS-LEGENDROVA KVADRATURNA ENAČBA 
 
Za numerično integracijo enačb posplošenih elastičnih sil se uporabi Gaussovo 
kvadraturno integracijsko enačbo. Ker integracijska funkcija 𝑔(𝜉) poteka po integracijskem 
območju  [0, 1], se za pravilno uporabo Gaussove enačbe zamenja mejo integracijskega 
območja v območje [-1, 1]. Velja  
 
Z uporabo  Gaussove kvadraturne enačbe je gornji integral približno enak 
 
 
V enačbi je m število izbranih integracijskih točk, 𝑗 integracijske točke kot ničle 
Legendrovih polinomov in 𝑤(𝑗) pripadajoča kvadraturna utež integracijskim točkam.  
 
 
 
 ∫ 𝑔(𝜉)d
1
0
𝜉 =
1
2
∫ 𝑔 (
𝜉 + 1
2
) d
1
−1
𝜉. (A-1) 
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DODATEK B NUMERIČNO REŠEVANJE GIBALNIH ENAČB 
 
Pred reševanjem gibalnih enačb oziroma izvedbo numerične integracije je potrebno 
sistem enačb ustrezno pripraviti. To se izvede na dva načina  (ang. Augment method ali 
Embedding method), ki vodita do implicitne ali eksplicitne integracije gibalnih enačb. Razlika 
med metodama je, da se pri implicitni išče rešitev za vse AVK koordinate skupaj z 
Lagrangeovimi množitelji 𝜆. Pri eksplicitni metodi se predhodno izvede ločitev koordinat na 
neodvisne in odvisne, ter sistem gibalnih enačb prevede na obliko, kjer se išče rešitve samo 
neodvisnih koordinat. Pri prvi metodi je nujno, da se med potekom integracije spremlja in 
kontrolira izpolnjevanje kinematičnih enačb omejitev, pri drugi metodi se neodvisne 
koordinate integrirajo vnaprej, odvisne koordinate se v naslednjem koraku izračuna neposredno 
iz neodvisnih koordinat iz enačb kinematičnih omejitev. Več o tem [27], [68]. 
Ker so enačbe omejitev v daljnovodni tehniki enostavne, se lahko v pred procesorskem 
času ročno (enostavno se izbere ustrezne pare) ali strojno (naprimer pristop Wehange z 
Gaussovo eliminacijsko metodo) opredelijo  neodvisne koordinate in odvisne koordinate. Velja 
razdelitev koordinat na  neodvisne 𝐞i in odvisne 𝐞d , zapisane v obliki: 
 
Novemu vrstnemu redu vozliščnih koordinat sedaj priredimo še Jakobijevo matriko 
odvodov enačb omejitev po vozliščnih koordinatah, z delitvijo matrike na: 
 
Tu je 𝐂ei Jacobijeva matrika velikosti  n×(n − nd), ki vsebuje del vezan na neodvisne 
koordinate in matriko 𝐂ed, ki je nd ×nd Jacobijeva matrika, vezana na odvisne koordinate. 
Indeks n je skupno število gibalnih enačb, nd pa število enačb omejitev. Pri dinamični analizi 
je potrebno uporabiti numerično integracijo, takoj ko je število kinematičnih omejitev manjše 
od števila posplošenih koordinat. Brez izpeljave, ki je povzeta iz [68], se prepiše še naslednji 
dve matriki, ki ju s pridom uporabljamo pri izračunih: 
 
V enačbah je 𝐂di matrika velikosti 𝑛𝑑×(𝑛−𝑛𝑑), matrika 𝐈 je identična matrika velikosti 
(𝑛−𝑛𝑑)×(𝑛−𝑛𝑑) in 𝐁di ima velikost  𝑛×(𝑛−𝑛𝑑). Navidezni pomiki so koordinat so izraženi 
le z navideznimi pomiki neodvisnih koordinat δ𝐞 = 𝐁diδ𝐞𝒊. 
 
 
𝐞 = [𝐞i
T 𝐞d
T]T. (B-1) 
 𝐂𝐞 = [𝐂𝐞i 𝐂𝐞d].  (B-2) 
 
𝐂di = −𝐂𝐞d
−1𝐂𝐞i
𝐁di = [
𝐈
𝐂di
]
}. (B-3) 
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Za izračun statičnih razmer, ki je izhodišče dinamične analize, je uporabna matrika 𝐁di, 
saj izloči iz obravnave Lagrangeove množitelje. Iz gibalne enačbe (2-7)  je statični del enak: 
 
 
Na koncu izpeljave sledi enačba, iz katere sledijo neodvisne koordinate v statičnem 
stanju: 
Enačba se reši z Newton-Rapsonovim postopkom [2]. Na koncu se z enačbo omejitev 
izrazi odvisne koordinate. 
Za rešitev dinamičnih enačb (2-7) se uporabi implicitno metodo. Kljub večjemu številu 
obravnavanih koordinat in dodatno Lagrangeevih množiteljev, pri implicitni metodi togost 
sistema enačb ne povzroča problemov med izvajanjem numeričnih računov [27]. Med 
integracijo je potrebna kontrola kršenja enačb omejitev. Smiselno je sprotno prilagajanje 
odvisnih koordinat neodvisnim preko enačb omejitev [82]. Posplošene sile omejitev, ki 
predstavljajo sile reakcij, se lahko izrazijo z uporabo izračunanih Lagrangeevih množiteljev 
[67]. 
 
 
 
 
 −𝐐𝒆
∗ + 𝐐𝒈
∗ + 𝐐𝒊𝒄𝒆
∗ + 𝐐𝒘
∗ − 𝐂𝑒
T𝝀 = 𝐑𝑒 . (B-4) 
 −𝑹𝒆
T𝑩𝒅𝒊 = 𝟎. (B-5) 
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DODATEK C ZAČETNI POGOJI REŠEVANJA GIBALNIH ENAČB 
 
Za uspešno rešitev gibalnih enačb (statičnih in dinamičnih) morajo biti začetne vrednosti 
posplošenih koordinat dovolj blizu rešitvi sistema gibalnih enačb. Opredeliti je potrebno tudi 
ničelno dolžino vodnika, ki vstopa v začetni statični izračun (neraztegnjena dolžina vodnika). 
Dva pristopa k reševanju sta ustrezna. Prvi pristop zajema izračun klasične verižnice brez 
dodatnega bremena in brez vetrovne obremenitve ter segmentiranje verižnice na končne 
elemente. V modelu AVK se potem zunanji vplivi dodajo (najbolje iterativno zaradi uspešnejše 
konvergence) in sledi izračun stacionarnega staja ob zadanih začetnih pogojih. Pristop je 
trivialen, še vedno pa zahteva izračun začetne dolžine vodnika v neobremenjenem stanju. 
Drugi pristop, ki je razvit [94] za pomoč pri izračunavanju stacionarnih stanj daljnovoda, 
je matematično bolj zanimiv in iz njega lahko sledi segmentacija daljnovoda v AVK končne 
elemente. Zato je v nadaljevanju podrobneje predstavljen. 
Predpostavi se napenjalno polje, sestavljeno iz n razpetin, kot ga prikazuje Slika C-1. 
Napenjalno polje vodnika je na razpetine razdeljeno z nosilnimi izolacijskimi sestavi 𝑖 =
1,2, . . , 𝑛 − 1, ki so montirani na nosilne stebre. Prvi in zadnji steber napenjalnega polja sta 
napenjalna stebra z napenjalnimi izolatorskimi sestavi. Posamezna razpetina z indeksom 𝑖 ima 
razpetino 𝑎0i, višinsko razliko ℎ0i, in prečno razdaljo 𝑏0i. Izbran je globalni XYZ koordinatni 
sistem. Podpisan indeks 0 spremenljivkam opredeljuje začetno stanje. To pomeni, da tedaj ni 
zunanjih sil zaradi žlednih ali vetrnih obtežb in so vodniki napeti s mehansko napenjalno  
horizontalno silo 𝐻0, ki je enaka v vseh n-razpetinah. Začetne dolžine razpetine ter navpične in 
prečne razdalje med nosilnimi obesišči 𝑖-te razpetine, se zapiše kot vektor:  
 
Ko ni ne žleda ne vetra, vsi izolatorski sestavi stojijo v začetnem ničelnem stanju. To 
stanje se privzame kot referenčno, v katerem so vsi odmiki enaki nič. Velja še opomba, da so 
vodniki fiksno vpeti v izolatorske sponke. Slika C-1 prikazuje začetno stanje, prikazano z 
neprekinjeno črno črto, iskano začetno stanje z vijolično črto.  
 
 𝛋0𝑖 = [𝑎0𝑖 ℎ0𝑖 𝑏0𝑖]
T. (C-1) 
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Slika C-1: Daljnovodni profil v začetnem stanju (črna črta) in deformiranem stanju (vijolična črta). 
Začetna pozicija za klasični I izolatorski sestav je navpična  Z smer. Za BPA izolatorski 
sestav je začetna pozicija smer X, pravokotno na smer daljnovoda. Začetni pogoji in vhodni 
podatki daljnovoda omogočajo, da se izračuna dolžino vodnikov po posameznih razpetinah in 
pripadajoče povese, preko enačb klasične verižnice [34], [59] ali s povsem sprejemljivo 
natančnostjo preko enačbe parabole [28]. V začetnem stanju imamo opraviti samo z 
gravitacijsko silo, ki skupaj s horizontalno silo napenjanja vodnika determinira obliko verižnice 
znotraj posamezne razpetine. Verižnica v odsotnosti vetra vedno leži v navpični ravnini, 
pravokotno na XY ravnino. Običajno se v daljnovodni tehniki ukvarja z vzdolžnimi profili 
verižnic, kjer je razmerje med razpetino in povesom vodnika enako 1:8 ali manj. V tem 
primeru se zapiše naslednji dve enačbi, za maksimalni poves d0𝑖 v sredini razpetine in dolžino 
vodnika 𝐿0𝑖 v posamezni razpetini 𝑖:  
 
 
V (C-3) je 𝐿0𝑖 aktualna raztegnjena dolžina vodnika pri poljubno izbrani začetni 
temperaturi. Ker je pozornost obravnave usmerjena na kratek časovni interval, velja 
predpostavka, da je v tem časovnem obdobju temperatura konstanta. Torej je sprememba 
dolžine vodnika zaradi vpliva temperature zanemarjena v matematičnem modelu. Poleg 
podatkov začetnega stanja razpetin (C-1), ob znani dolžini neraztegnjenega vodnika 𝐿𝑢𝑖 in 
poznani sili horizontalnega napenjanja vodnika 𝐻0𝑖, je enačba verižnice popolnoma določena. 
Ko se privzame poenostavitev, da je mehanska napetost v vodniku konstantna skozi celotno 
razpetino, se neraztegnjena dolžina vodnika izračuna z enačbo [59]:  
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2 8𝐻0𝑖⁄  (C-2) 
 𝐿0𝑖 = √ℎ0𝑖
2 + {𝑎0𝑖[1 + (8 3⁄ )(𝑑0𝑖 𝑎0𝑖⁄ )2]}2. (C-3) 
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Sedaj se definira silo 𝐅, ki deluje na izolatorski sestav s komponentami, definiranimi v 
globalnem koordinatnem sistemu. Znotraj i-te razpetine na levi strani izolatorskega sestava in 
podobno na desni strani izolatorskega sestava je vektor sil definiran z vodoravnimi, navpičnimi 
in prečnimi komponentami sil kot:  
 
Za trenutek se predpostavi, da sta vektorja sil (C-5) znana. Vedno ko se zunanji vplivi na 
vodnik spremenijo, zaradi vetrne ali žledne obtežbe v eni ali več razpetinah, se spremenijo tudi 
sile v posameznih razpetinah in posledično verižice dobijo novo obliko. Če so obesišča 
vodnika na izolatorski verigi gibljiva, večja napenjalna sila pomakne izolatorske sestave v tej 
smeri in posledično spremeni podatke o posameznih razpetinah kot prikazuje Slika C-2. 
 
 
Slika C-2: Pomiki I izolatorja iz začetnega stanja 
Novi podatki o razpetini, zapisani v vektorski obliki za i-to razpetino, so: 
 
Vektor pomikov 𝚫𝑖 od i-tega izolatorskega sestava z vodoravno 𝛿𝑖, navpično 𝜀𝑖  in 
pravokotno 𝜂𝑖 komponento v globalnem koordinatnem sistemu naj bo: 
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𝐴𝐸ℎ0𝑖
). (C-4) 
 
𝐅𝐿𝑖 = [𝐻𝐿𝑖 𝑉𝐿𝑖 𝑃𝐿𝑖]
T
𝐅𝑅𝑖 = [𝐻𝑅𝑖 𝑉𝑅𝑖 𝑃𝑅𝑖]
T}. (C-5) 
 𝛋𝑖 = [a𝑖 h𝑖 b𝑖]
T. (C-6) 
 𝚫𝑖 = [𝛿𝑖 𝜀𝑖 𝜂𝑖]
T. (C-7) 
Dodatek C  107 
 
Pomiki (C-7) so inducirani zaradi razlike v silah vodnika, ki se pojavljajo v sosednih 
razpetinah, 𝑖 in 𝑖 − 1 glede na njihovo točko pritrdišča in novo ravnotežno stanje. Vektor razlik 
sil v točki obesišča je: 
 
Vektor pomikov (C-7) opisuje omejitev gibanja izolatorskega sestava in je podan s 
kinematičnimi enačbami za podano obliko izolatorskega sestava. Enačbe vektorjev pomikov se 
lahko izvede za katerokoli geometrijo izolatorskega sestava, kot bo prikazano v nadaljevanju. 
Opozoriti velja da so pomiki, poleg danih geometrijsko snovnih lastnosti izolatorskih sestavov 
(masa, dimenzije, omejitve), ki so konstante, edina spremenljivka v enačbi rezultirajočih sil (C-
8) v točki obesišča vodnika. Torej velja funkcijski zapis 𝚫𝑖 = 𝚫𝑖(𝐅𝐿𝑖, 𝐅𝑅𝑖). Prav tako so sile v 
zaključku vodnika (C-5) in podatki verižnice (C-6) determinirani in se jih funkcijsko zapiše v 
odvisnost 𝛋𝑖 = 𝛋𝑖(𝐅𝐿𝑖). Če se prouči Slika C-2, velja naslednja vektorska enačba za vse 
razpetine: 
 
 𝛋0𝑖 + (𝚫𝑖+1 − 𝚫𝑖) − 𝛋𝑖 = 𝟎,            𝑖 = 1,2, . . , 𝑛.  (C-9) 
 
Enačba definira robne pogoje, ki morajo biti izpolnjeni v matematičnem iskalnem 
algoritmu. Velja opomba, da je enačba (C-9) samo funkcija sil v vodniku. Z določitvijo sil, ki 
vladajo v vodniku po posameznih razpetinah in rešijo enačbo (C-9), se v nadaljevanju 
neposredno izračuna pomike v statični konfiguraciji, za poljuben problem vetrnih ali žlednih 
obtežb, za poljubno razpetino. 
 
Enačbe vodnika v 3D 
 
V tem poglavju se obravnava enačbe, potrebne za izračun novega stanja verižnice v 
razpetini (C-6) in rezultirajoče sile v sosednjih razpetinah (C-8) v točkah obesišč. Na tem 
mestu se prikazan pristop razlikuje od obstoječih metod. Sile se izračuna neposredno preko 
diferencialnih enačb gibanja vodnika [10]. Enačbe (C-10) so izvleček statičnega dela iz 
originalnih dinamičnih enačb, ki opisujejo gibanje vodnika v eni razpetini. V statični različici 
je verižnica znotraj samostojne razpetine popolnoma definirana s sedmimi algebrajsko 
diferencialnimi enačbami (ADE). Enačbe (C-10) so zapisane v lokalnem koordinatnem 
sistemu, pritrjenem na vodnik, izražene z Euler-jimi koti. Sistem enačb, po manjši prilagoditvi 
za predstavljen problem vodnika z dodano žledno obtežbo in lastno debelino žleda, so štiri 
vodilne enačbe ter tri pripadajoče geometrične enačbe: 
 𝐅𝑖 = [𝐻𝑖 𝑉𝑖 𝑃𝑖]
T = 𝐅𝑅𝑖−1 − 𝐅𝐿𝑖. (C-8) 
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Parameter s𝑖 je točka na vodniku v mehansko neobremenjenem vodniku. Brez 
izpeljevanja se privzame, da Euler-jevi koti 𝜙𝑖, 𝜃𝑖, 𝜓𝑖 opredeljujejo pozicijo v lokalnem t,n,b 
koordinatnem sistemu relativno glede na globalni referenčni koordinatni sistem XYZ, kot 
prikazuje Slika C-3.  
 
Slika C-3: Skica lokalnega koordinatnega sistema znotraj globalnega koordinatnega sistema. 
V lokalnem koordinatnem sistemu, imajo zaključki vodnika vedno tangencialno 
komponento  v smeri vektorja t, ki je na vodnikovi levi ali desni strani enaka 𝑇𝐿𝑖, ali 𝑇𝑅𝑖.  V 
vektorski formi se za levo stran piše komponente 𝐓𝐿𝑖 = [𝑇𝐿𝑖 0 0]
𝑇 in enako velja za desno 
stran 𝐓𝐷𝑖 = [𝑇𝐷𝑖 0 0]
𝑇. S transformacijsko matriko 𝑪𝑬  podano v nadaljevanju, se 
transformacija med lokalnim in globalnimi silami (C-5) v komponentah glasi: 
 
 
Enačbe (C-10) vsebujejo komponente zunanjih sil, zaradi delovanja vetra izražene na 
enoto dolžine 𝑓𝑡𝑖, 𝑓𝑏𝑖 𝑓𝑛𝑖. V vektorski formi so sile zračnega upora na vodnik opredeljene v 
lokalnem koordinatnem sistemu: 
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∂𝑇𝑖
∂s𝑖
+ 𝐹𝑡𝑖 − (𝑚𝑐𝑔 + 𝑤𝐿𝑖) sin𝜙𝑖 = 0
𝑇𝑖
cos𝜓𝑖
∂𝜙𝑖
∂s𝑖
+ 𝐹𝑛𝑖 − (𝑚𝑐𝑔 + 𝑤𝐿𝑖) cos𝜓𝑖 cos𝜙𝑖 = 0
𝐹𝑏𝑖 + (𝑚𝑐𝑔 + 𝑤𝐿𝑖) sin𝜓𝑖 cos𝜙𝑖 = 0
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sin𝜓𝑖
∂𝜃𝑖
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. 
 
(C-10) 
 
𝐅𝑅𝑖 = 𝑪𝑬
−1𝐓𝑹𝒊
𝐅𝐿𝑖 = 𝑪𝑬
−1𝐓𝑳𝒊
}. (C-11) 
 𝐓𝑑𝑖 = [𝑓𝑡𝑖 𝑓𝑏𝑖 𝑓𝑛𝑖]
T. (C-12) 
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V kvazistatičnih razmerah je relativna hitrost vetra kar enaka hitrosti zunanjega vetra. Ob 
predpostavki, da veter deluje horizontalno z XY ravnino s hitrostjo 𝑈 in pod kotom 𝛼 med 
smerjo vetra in YZ ravnino, so komponente z vetrom induciranih sil enake: 
 
V enačbah (C-13) je relativni vektor vetrovne hitrosti 𝐯𝑟𝑖 definiran v lokalnem 
koordinatnem sistemu s komponentami 𝐯𝑟𝑖 = [𝑣𝑟𝑡𝑖 𝑣𝑟𝑛𝑖 𝑣𝑟𝑏𝑖 ]
T. Ko se pozna hitrost 𝑈 in 
smer vetra, opredeljeno s kotom 𝛼 v globalnem koordinatnem sistemu, je medsebojna zveza 
med lokalnim in globalnim referenčnim koordinatnim sistemom dana s transformacijsko 
matriko 𝐂𝒘, navedeno v nadaljevanju. Relativne komponente izražene z globalnimi so tako: 
  
Še komentar k žledni obtežbi 𝑤𝐿𝑖 in debelini žleda 𝐷𝑎𝑖, vključeni v enačbah (C-10) in (C-
13). Teža dodatne žledne obtežbe v posameznih razpetinah je izbrana arbitrarno. V praksi je 
dana z nacionalnimi standardi, podobno pa velja za povečan premer vodnika, vezan na žledno 
obtežbo. 
V napenjalnem polju z n razpetinami se kreira sistem enačb sestavljen iz 𝑛 ∗ 7 ADE.  
Vsaka razpetina je opredeljena z vodnikovo neraztegnjeno dolžino z enačbami (C-10) in (C-4) 
znotraj intervala [0 L𝑢𝑖]. Rezultat integracije vodilnih enačb (C-10) v posameznih razpetinah so 
napenjalne sile v vodniku in Eulerjevi koti. S sočasno integracijo geometrijskih enačb se 
izračuna podatke po posameznih razpetinah 𝛋𝑖. Na primer, z integracijo prve geometrične 
enačbe se dobi vodoravno dolžino razpetine, 𝑎𝑖 = ∫ (1 +
𝑇𝑖
𝐸𝐴
) cos 𝜃𝑖 cos𝜙𝑖
𝐿𝑢𝑖
0
ds𝑖. Podobno 
velja za drugo in tretjo geometrično enačbo, katerih rezultata sta ℎ𝑖 in 𝑏𝑖. Eulerjev kot 𝜓𝑖 se 
lahko izrazi z drugima dvema Eulerjevima kotoma.  To pomeni, da so napenjalna sila 𝑇𝑖 in 
Euler kota 𝜙𝑖, 𝜃𝑖 ki ju iščemo, izraženi z robnimi pogoji (C-9). Reševanje sistema enačb 
zahteva iterativni pristop. To je lahko metoda streljanja ali numeričnima metodama znotraj 
programske opreme, ki je namenjena reševanju sistemov algebrajsko diferencialnih enačb 
ADE. Načeloma je postopek reševanja naslednji. Ustreliti je potrebno na  𝑇𝑖, 𝜙𝑖, 𝜃𝑖 , integrirati 
geometrične enačbe, da se izračuna nove podatke razpetin in pomike za trenutni iteracijski 
korak. Iteracije se ponavlja vse dokler ni zadovoljena enačba (C-9). Podatki razpetin (𝑎𝑖, ℎ𝑖 , 𝑏𝑖) 
so integralski robni pogoji, ki ustrezajo trem neznankam: stanja razpetine, sile in Eulerjevim 
kotom. Na koncu se z rešitvijo (C-9) izračunajo pomiki  𝚫𝑖. 
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. (C-13) 
 𝐯𝑟𝑖 = 𝐂𝒘𝒊𝑈. (C-14) 
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Pomiki izolatorskih sestavov 
 
Enačbe pomikov, ki vstopijo v vektor (C-7) so predstavljene za dva najbolj zastopana 
tipa izolatorskih sestavov, vendar velja opomniti, da predstavljen princip določitve pomikov 
velja za poljubno geometrijo sestava. Za vsak tip sestava je potrebno izpeljati enačbe.  
Za opis predstavljene metode je uporabljen klasični nosilni I izolatorski sestav ter BPA 
izolatorski sestav. Z vstavitvijo izpeljanih enačb v (C-9) se enostavno menjuje posamezne tipe 
izolatorskih sestavov znotraj matematičnega modela. Gibanje izolatorskih sestavov je 
opredeljeno kot kinematično omejeno gibanje. V nadaljevanju so podani samo rezultati 
izpeljav. 
 
Izolatorski sestav I 
 Kot prikazuje Slika C-2, je vektor pomikov v globalnem koordinatnem sistemu za 
navpično I izolatorsko verigo dolžine 𝐿𝑘 in teže izolatorja 𝐽𝑘 opredeljen z enačbami: 
 
 
𝛿𝑖 = 𝐿𝑘
𝐻𝑖
√𝐻𝑖
2 + (
𝐽𝑘
2 + 𝑉𝑖)
2
+ 𝑃𝑖
2
𝜀𝑖 = 𝐿𝑘
(
 1 −
−(
𝐽𝑘
2 + 𝑉𝑖)
√𝐻𝑖
2 + (
𝐽𝑘
2 + 𝑉𝑖)
2
+ 𝑃𝑖
2
)
 
𝜂𝑖 = 𝐿𝑘
𝑃𝑖
√𝐻𝑖
2 + (
𝐽𝑘
2 + 𝑉𝑖)
2
+ 𝑃𝑖
2
. (C-15) 
 
V primeru, da vetra ni, se enačbe reducirajo na dvodimenzionalni primer. Enačbe so tedaj 
enake enačbam podanim v [1]. 
 
BPA izolatorski sestav 
Sestav BPA je malce bolj zapleten, zato so v nadaljevanju navedeni osnovni koraki 
potrebni za določitev pomikov sestavov. Ponovno se pomiki izračunajo iz momentnih enačb in 
omejitev gibanja sestavov. Tipični BPA sestav, vpet v koordinatni sistem, prikazuje Slika C-4.  
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Slika C-4: BPA (a. ničelno stanje, b. matematični model v lokalnem koordinatnem sistemu). 
Izolatorski sestav sestavljata dva osnovna elementa. Podporni izolator dolžine 𝐿𝑝𝑖 in 
mase 𝑚𝑝𝑖 je montiran z naklonom 𝛽𝑖 glede na horizontalno os X globalnega koordinatnega 
sistema. Nosilni izolator ima dolžino 𝐿𝑏𝑖 in maso 𝑚𝑏𝑖. Nosilni in podporni izolator sta gibljivo 
obešena v točkah, ki so na rotacijski osi CC. Os CC ima naklon 𝛾𝑖 glede na navpično Z os. 
Sestav predpostavlja medsebojno togo vpetje v točki C* in prosto vrtenje okoli CC. Prvi korak 
k opredelitvi pomikov je vpeljava lokalnega koordinatnega sistema , 𝑋1𝑌1𝑍1, zavrtenega za 𝛾𝑖  
okoli Y osi, kot prikazuje Slika C-4. Vrednosti v 𝑋1𝑌1𝑍1 koordinatnem sistemu so zapisane z 
nadpisano črtico nad znaki. Povezava med globalnim in lokalnim okvirom opredeljuje 
transformacijska matrika 𝐂𝟏, ki je dana v nadaljevanju. Z uporabo lokalnega koordinatnega 
sistema se izpeljava poenostavi v obravnavo kinematike trikotnika. Lastna teža sestava 𝐽?̅?𝑖 
deluje v težišču trikotnika in skupaj z rezultanto sile 𝐅𝑖 v točki C* vrti sestav. Sile vodnika 
izražene v lokalnem koordinatnem sistemu so: 
 
Očitno je, da v lokalnem koordinatnem sistemu obstajata le dve komponenti pomika, 
tretja je identično enaka nič. Rezultat izpeljave je vektor  ?̅?𝑖 = [𝛿?̅? 𝜀?̅? ?̅?𝑖]
𝑇 s komponentami: 
 
 
Masni vektor v lokalnem koordinatnem sistemu je: 
a.
X
Z
X1
Z1
Y=Y1
rx
hi
Lp
Lb
gi
bi
Z1
X1
Y1
h
b
bi+gi
di
ai
gi
ha
b.
Jxi
Hi
Pi
C
C
C*
C
C
 ?̅?𝑖 = [?̅?𝑖 ?̅?𝑖 ?̅?𝑖]
T = 𝐂𝟏𝐅𝑖. (C-16) 
 
𝛿?̅? = ℎ𝑎𝑖
2 ?̅?𝑖
√(ℎ𝑎𝑖?̅?𝑖)2 + (?̅?𝑥𝑖𝐽?̅?𝑖 + ℎ𝑎𝑖?̅?𝑖)2
𝜀?̅? = 0
?̅?𝑖 = ℎ𝑎𝑖 (1 −
−(?̅?𝑥𝑖𝐽?̅?𝑖 + ℎ𝑎?̅?𝑖)
√(ℎ𝑎𝑖?̅?𝑖)2 + (?̅?𝑥𝑖𝐽?̅?𝑖 + ℎ𝑎𝑖?̅?𝑖)2
)
}
 
 
 
 
. (C-17) 
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Vektor masnega središča v lokalnem koordinatnem sistemu ?̅?𝑐𝑖 je: 
kjer sta geometrični vrednosti: 
 
in vektorja masnih središč za podporni (post) in nosilni (brace) del sestava enaki: 
 
Iz lokalnega na globalni sitem preidemo s koordinatno transformacijo: 
  
v kateri je transformacijska matrika iz  globalnega (XYZ) v lokalni koordinatni sistem 
sestava (X1Y1Z1): 
 
Velja zapisati še preostali transformaciji, Eulerjevo za transformacijo vodnika iz 
globalnega v lokalni, z rotacijsko sekvenco 𝑌, 𝑍, 𝑋/𝜃, 𝜙, 𝜓: 
 
in vetrovno transformacijsko matriko: 
 𝐉̅𝑖 = [𝐽?̅?𝑖 0 𝐽?̅?𝑖]
𝑇 = 𝐂𝟏[−𝑔(𝑚𝑝𝑖 +𝑚𝑏𝑖) 0 0]
T
. (C-18) 
 ?̅?𝑐𝑖 = [0 ?̅?𝑧 ?̅?𝑥]
𝑇 =
1
𝑚𝑝𝑖 +𝑚𝑏𝑖
[𝑚𝑝𝑖?̅?𝑐𝑝𝑖 +𝑚𝑏𝑖?̅?𝑐𝑏𝑖], (C-19) 
 
ℎ𝑎𝑖 = 𝐿𝑝𝑖 cos(𝛽𝑖 + 𝛾𝑖)
ℎ𝑏𝑖 = 𝐿𝑝𝑖 sin(𝛽𝑖 + 𝛾𝑖) + √𝐿𝑏𝑖
2 − ℎ𝑎𝑖
2
}, (C-20) 
 
?̅?𝑐𝑝𝑖 = [0
𝐿𝑝𝑖
2
sin(𝛽𝑖 + 𝛾𝑖)
ℎ𝑎𝑖
2
]
T
?̅?𝑐𝑏𝑖 = [0
1
2
(ℎ𝑏 + 𝐿𝑝𝑖sin(𝛽𝑖 + 𝛾𝑖))
ℎ𝑎𝑖
2
]
T
}
 
 
 
 
. (C-21) 
 𝚫𝒊 = 𝐂𝟏
−1?̅?𝑖, (C-22) 
 𝐂𝟏 = [
1 0 0
0 cos 𝛾 − sin 𝛾
0 sin 𝛾 cos 𝛾
]. (C-23) 
 𝐂𝑬𝑖 = [
cos 𝜃𝑖 cos𝜙𝑖 sin𝜙𝑖
sin𝜓𝑖 sin𝜃𝑖 − cos𝜓𝑖 sin𝜙𝑖 cos 𝜃𝑖 cos𝜓𝑖 cos𝜙𝑖
cos𝜓𝑖 sin 𝜃𝑖 + sin𝜓𝑖 sin𝜙𝑖 cos 𝜃𝑖 −sin𝜓𝑖 cos𝜙𝑖
] (C-24) 
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Podoben pristop se uporabi za poljuben sestav. Več o predstavljeni metodi in oceni 
natančnosti metode podaja [94]. 
 𝐂𝒘 = −[
cos(𝜃𝑖 − 𝛼) cos𝜙𝑖
sin(𝜃𝑖 − 𝛼) sin𝜓𝑖 − cos(𝜃𝑖 − 𝛼) sin𝜙𝑖 cos𝜓𝑖
sin(𝜃𝑖 − 𝛼) cos𝜓𝑖 + cos(𝜃𝑖 − 𝛼) sin𝜙𝑖 sin𝜓𝑖
]. (C-25) 
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DODATEK D BELEŽKA K MODULU ELASTIČNOSTI IN 
VZTRAJNOSTNEM MOMENTU PREREZA 
 
V praksi se za modul elastičnosti vodnika uporablja podatke iz tehničnih tabel. Pri tem 
ostane skrito ozadje geometrijsko snovnih lastnosti vodnika, sestavljenega iz žic. Zato je 
kratko povzet osnovni način določitve modula elastičnosti in vztrajnostnega momenta 
ukrivljenosti preseka vodnika.  
Ko se predpostavi, da so žice in posamezne plasti žic, ki sestavljajo vodnik med seboj 
toge in med njimi ni pomikov, velja:  
 
kjer sta 𝐸𝐴𝑙 in 𝐸𝑆𝑡 modula elastičnosti aluminija (Al) in jekla (St) ter 𝑛𝐴𝑙 in 𝑛𝑆𝑡 število 
žic iz posameznega materiala, ki sestavlja vodnik.  
Ukrivljenost elementa in z njim povezan vztrajnostni moment prereza površine  se 
lahko obravnava po enačbi:  
 
Večinoma se v praksi privzame enačba:  
 
če se le predpostavi, da med žicami in plastmi ni pomikov in trenja.  
V literaturi [55] je zaslediti tudi natančnejši fizikalni model, ki upošteva še 
konstrukcijske lastnosti pletenja žic ter upošteva mehanizem medsebojnih trenj med žicami 
in plastmi posameznih ovojev žic. Enačbi, ki opredeljujeta interval pričakovane togosti 
zakrivljenosti med najnižjo vrednost 𝐸𝐼𝑚𝑖𝑛, ki upošteva posamezne žice navite okrog 
nevtralne osi in najvišjo togostjo, ko se privzame, še dodatek 𝐸𝐼𝑠𝑡𝑖𝑐𝑘, ki opisuje medsebojno 
togost navitih žic med seboj. Velja: 
 
 𝐸 =
𝐸𝐴𝑙𝑛𝐴𝑙 (
𝜋𝑑𝐴𝑙
2
4 ) + 𝐸𝑆𝑡𝑛𝑆𝑡 (
𝜋𝑑𝑆𝑡
2
4 )
𝑛𝐴𝑙 (
𝜋𝑑𝐴𝑙
2
4 ) + 𝑛𝑆𝑡 (
𝜋𝑑𝑆𝑡
2
4 )
, (D-1) 
 𝐸𝐼𝑚𝑖𝑛 = 𝐸𝐴𝑙𝑛𝐴𝑙 (
𝜋𝑑𝐴𝑙
4
64
) + 𝐸𝑆𝑡𝑛𝑆𝑡 (
𝜋𝑑𝑆𝑡
4
64
), (D-2) 
 𝐸𝐼𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑 = 𝐸
𝜋𝑑𝑐
4
64
 (D-3) 
 
𝐸𝐼𝑚𝑖𝑛 =∑𝐸𝑖
𝜋𝑑𝑖
4
64
𝑠
𝑖=1
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑖
𝐸𝐼𝑠𝑡𝑖𝑐𝑘 =∑𝐸𝑖𝐴𝑖(𝑟𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖)
2
𝑠
𝑖=1
𝑐𝑜𝑠3𝛽𝑖
}
 
 
 
 
. (D-4) 
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V enačbah je 𝛽 kot navijanja žice, merjeno napram nevtralni osi in 𝜑 kot, ki 
opredeljuje pozicijo aksialne osi žice glede na presek vodnika. Maksimalna togost je vsota 
obeh prispevkov 𝐸𝐼𝑚𝑎𝑥 = 𝐸𝐼𝑚𝑖𝑛 + 𝐸𝐼𝑠𝑡𝑖𝑐𝑘. V resnici je zaradi medsebojnih zdrsov žic 
vrednost 𝐸𝐼 nekje vmes.  
Za potrebe ocene vrednosti Tabela D-1 prikazuje primer izračuna za dva različna tipa 
vodnika. 
 
Tabela D-1: Ocena vztrajnostne togosti vodnika. 
Tip vodnika 70-Al1/11-ST1A 122-Al1/20-ST1A 
Splošni podatki (običajni)   
Premer (mm) 11.7 15.5 
Modul elastičnosti (N/mm2) 77.000 77000 
Presek vodnika (mm2) 81.3 141.4 
Podatki konstrukcije 
vodnika(detajlni) 
  
Žice prve plasti Aluminija   
Število žic 16 16 
Premer žice Al (mm) 1.85 2.44 
Premer osi plasti (mm) 11.7, 15.5 
Kot zvijanja 𝛽 12.9 12.7 
Žice druge plasti Aluminija   
Število žic 10 10 
Premer žice Al (mm) 1.85 2.44 
Premer osi plasti (mm) 7.7 10.6 
Kot zvijanja 𝛽 9.2 12.5 
Žice prve plasti Jekla   
Število žic 6 6 
Premer žice Al (mm) 1.44 1.9 
Premer osi plasti (mm) 3.6 5.8 
Kot zvijanja 𝛽 3.0 9.4 
Centralna žica jeklo   
Premer žice Al (mm) 1 1 
Premer osi plasti (mm) 1.44 1.9 
Modul elastičnosti za AL 
(N/mm2) 
57000 57000 
Modul elastičnosti za Jeklo 180000 180000 
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(N/mm2) 
Dolžine lege posamezne plasti, 
od zunanje proti notranji) (mm) 
135/113/104/0 184/117/64/0 
Rezultati izračuna   
EImin (Nmm2) 1.1 106 3.3 106 
EImax (Nmm2) 7.5 106 2.5 106 
EIsolid (Nmm2) 7.1 106 2.2 106 
   
EI ocenjen (0.67% EImax) 5.1 106 1.5 106 
 
V praksi meritve kažejo [6], [55], da se vrednosti gibljejo znotraj intervala 60 % do 75 
% od maksimalne vrednosti.  
V numeričnih simulacijah se ne postopa napačno, ko se vstopi v model s tabelaričnimi 
podatki modula elastičnosti. Omeniti velja še, da AVK, temelječ na mehaniki kontinuuma, 
opredeli elastične sile iz nosilca, ki je privzeto pravokotne oblike. Možen je tudi izračun 
elementa kot nosilca valjne oblike [52], vendar se izkaže, da tovrsten pristop v obravnavi 
daljnovodov ni potreben za določitev globalnega odziva daljnovoda.  
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DODATEK E MERITEV DUŠENJA VODNIKA 
 
V praksi se vedno pojavi problem določitve razmernika dušenja 𝜁 za različne tipe 
vodnikov. Ti običajno niso znani, zato se jih oceni ali pa izvede meritev. Na voljo so sicer 
obsežna teorija in eksperimentalni pristopi za določitev notranjega in strukturnega dušenja, 
ki pa nekako presega potrebe modela AVK v daljnovodni tehniki. Ko se želi določiti 
vrednost izbranega razmernika dušenja za konkreten vodnik, se lahko pristopi tudi z 
preprostim eksperimentalnim ugotavljanjem faktorja dušenja preko meritve amplitud 
nihanja vodnika. 
V ta namen se napne med dve sidrišči vodnik, za katerega se želi oceniti razmernik 
dušenja, kot prikazuje Slika E-1. 
 
o
d
m
ik
Merilni list
Kamera
Utež
Tanka nitka
Napenjalnik
 
Slika E-1: Prikaz merjenja dušenja vodnika. 
Vodnik se napne z izbrano vodoravno silo , ki se jo kontrolira preko začetnega povesa, 
nastavlja pa z ročnim napenjalnikom na desni strani merilnega sestava. Začetni poves je v 
sredini razpetine enak ničelni referenčni točki meritve, na katero se umeri merilni list. 
Zatem se vodnik v sredini razpetine preko tanke nitke obremeni z utežjo, kar povzroči 
dodatni poves vodnika, ki je enak začetni amplitudi odmika nihanja, 𝐴0. 
S kamero, postavljeno pravokotno na merilni list, se posname odziv vodnika, ki je 
povzročen z odpadom uteži, ko se nitka, ki drži utež, prereže. Posnetke kamere se analizira, 
pri čemur zadostuje, da se iz posnetkov nihanja izloči le izbrano število 𝑛 amplitud 𝐴𝑛, ki so 
medseboj oddaljene za eno periodo nihaja.  
Uporabi se poenostavljene enačbe za logaritemski upad odziva nihanja, iz katere se 
izračuna razmernik dušenja: 
 
 
∆=
1
𝑛
𝑙𝑛
𝐴0
𝐴𝑛
𝜁 ≈
∆
2𝜋 }
 
 
. (E-1) 
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Za ilustracijo postopka naj služi primer ocene razmernika dušenja za vodnik ACSR 
70/12. Merjeni vzorec je imel dolžino 447 cm, ničelni poves 1.3 cm, ob dodani uteži je bila 
začetna amplituda 3.9 cm. Merilna kamera je imela med posnetki ločljivost 16.66 ms. Slika 
E-2 prikazuje primer posnetkov za nekaj stanj vodnika med nihanjem, preko katerih se 
odčita trenutni odmik vodnika od začetne lege. Odčitane odmike se tabelira in predstavi v 
grafu odziva, ki ga prikazuje Slika E-3. 
 
 posnetek 
1 
 posnetek 
2 
 posnetek 
3 
 
 posnetek 
4 
 
Slika E-2: Prikaz posnetkov vodnika pred merilno mrežo. 
 
 
 
Slika E-3: Odziv dušenega nihanja vodnika. 
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Za primer nihanja, ki ga prikazuje Slika E-3 se izračuna logaritemski upad, ki je ∆=
1
9
𝑙𝑛
39
20
= 0.074. Ta da razmernik dušenja enak 𝜁 ≈ 0.012.  
Ko je potrebno, se z razmeroma enostavno merilno metodo brez komplicirane merilne 
opreme lahko zelo zadovoljivo oceni razmernik dušenja. Velja pa poudariti, da ne se napravi 
bistvene napake če pri numeričnih simulacijah upošteva kar vrednost 2% kritične vrednosti 
za normalne žičnate konstrukcije vodnikov. To vrednost izkazujejo v povprečju tipski 
daljnovodni vodniki. 
 
